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Streszczenie

Praca dotyczy podalgebr algebr macierzy nad dowolnym ciatem, ktére speiniaja tozsa-
mosci wielomianowe zdefiniowane za pomocg komutatoréw. Pokazemy, ze maksymalne

podalgebry algebr macierzy nad ciatem, ktore spetniaja tozsamosé wielomianowa
(21, y1][22, Y] - - - [T, 4] = 0

dla dowolnej liczby naturalnej ¢ > 2, sg sprzezone z pewnymi blokowo tréjkatnymi pod-
algebrami algebr macierzy. Bedziemy takze analizowaé¢ problemy sprzezonosci i izomorfi-
zmoOw w pewnych klasach blokowo trojkatnych podalgebr algebr macierzy. Ponadto spraw-
dzimy, kiedy algebry nalezace do takich klas maja jednoznaczne przedstawienie w postaci
blokowej. Co wiecej, dla dowolnej liczby naturalnej ¢ > 2, znajdziemy najwiekszy wymiar
podalgebry algebry macierzy nad dowolnym ciatem, ktora spetnia tozsamosé wielomiano-
wa
“551,(@1]721} [[332,y2], 22} [[qu,Z/qLZq} = 0.

Przedstawimy rowniez jej konstrukcje.

Stowa kluczowe: algebra macierzy, algebra z tozsamoscig wielomianowsa, komutator,

macierze blokowe, izomorfizm algebr, sprzezenie podalgebr algebry macierzy



Abstract

This thesis investigates subalgebras of matrix algebras over an arbitrary field that satis-
fy polynomial identities involving commutators. We show that maximal subalgebras of

matrix algebras over a field satisfying the polynomial identity
(21, )@, yo] -+ [, 4] = 0,

where ¢ is an integer greater than or equal to 2, are conjugated to block triangular matrix
algebras. We also investigate the conjugation problem and the isomorphism problem in
some classes of block triangular subalgebras of matrix algebras. Moreover, we examine
when algebras from these classes have a unique block triangular form. Furthermore, for
an arbitrary natural number ¢ greater than or equal to 2, we find the maximum dimension

of a subalgebra of a matrix algebra over a field satisfying the polynomial identity
[[xhyhzlﬂ sz,ymzﬂ} [[xmyq?'zq” =0

and we present a construction of a subalgebra with such dimension.

Keywords: matrix algebra, polynomial identity algebra, commutator, block matrices,

isomorphism of algebras, conjugation of matrix algebras
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Wprowadzenie

Przedmiotem rozwazan w niniejszej pracy sa maksymalne podalgebry algebr macierzy
o wyrazach w ciele, ktore speliajg tozsamosci wielomianowe zwigzane z komutatorami,
gdzie komutatorem elementéw x, y dowolnej algebry A4 nazywamy element [z, y] = zy—yz.

Zaczniemy od zarysowania rozwoju teorii algebr z tozsamosciami wielomianowymi,
zwracajac szczegbdlng uwage na tozsamosci zwigzane z komutatorami.

Intensywne badanie algebr z tozsamosciami wielomianowymi i ich uogélnien — pierscie-
ni z tozsamosciami wielomianowymi rozpoczeto sie od artykutu Kaplansky’ego [23] z 1948
roku. Uzyskano wyniki dotyczace struktury algebr spetniajacych tozsamosci wielomianowe
oraz poszukiwano opisu wszystkich tozsamosci wielomianowych, ktore spetnia dana alge-
bra. Podstawowe rezultaty w omawianym obszarze mozna znalezé w ksiazkach [21], [35],
[40], ktore powstaly do 1980 roku. Nowszymi pozycjami ksigzkowymi wprowadzajacymi
w te tematyke sa na przyktad [17] oraz obszerna monografia [1].

Rozwazania dotyczace zachowania wtasnosci pierscieni oraz algebr przy wybranych
operacjach algebraicznych sg zaréwno trudne, jak i bardzo interesujace. Na poczatku lat
siedemdziesiatych Regev pokazal w artykutach [38] i [39], Ze iloczyn tensorowy dwdch
algebr z tozsamosciami wielomianowymi jest tez algebra z tozsamoscia wielomianows.
W [5] Beidar i Mikhalev udowodnili, ze jesli podpierscienie R; i Ry pierécienia R speiaja

odpowiednio tozsamo$ci wielomianowe
[wr yillme, yo] -+ (20,90 ] =0 1 [, ][22, yo] -+ [, Y] = O

dla dowolnych liczb naturalnych ¢, ¢2, oraz R = Ry + Rs, to pierscien R spetnia pewng
tozsamos¢ wielomianowa. Z tego powodu autorzy postawili pytanie: Czy jezeli pierscien R
mozna zapisa¢ jako sume podpierscieni Ry + Rs, z ktorych kazdy spelnia pewne tozsamosci
wielomianowe, to takze R spelnia jakas tozsamos¢ wielomianowg? Stosunkowo niedawno,
bo w 2017 roku, pozytywng odpowiedz na wspomniany problem podat Kepczyk w artykule
[25].

W rozwoju teorii algebr z tozsamosciami wielomianowymi wazne bylo nastepujace
pytanie zadane przez Spechta w artykule [44]:

Czy dla dowolnej algebry A spetniajacej pewna tozsamosé wielomianowa, istnieje skon-

czony zbiér wielomiandéw nieprzemiennych zmiennych

{filzr, e, ... xn), fo(@1, 2o, o @ny), oy fr(@r, e,y @0, )}



dla pewnych liczb naturalnych k,nq,no,...,n; taki, ze kazda tozsamos$¢ wielomianowa
tej algebry jest suma elementéw postaci w;fi(wy, we, ..., wy,)v;, gdzie i € {1,2,... k},
natomiast wu;, wy, wa, . .., Wy,,v; sa pewnymi wielomianami nieprzemiennych zmiennych?

Gdy dla algebry A odpowiedZ na powyzsze pytanie jest pozytywna, to wspomniany zbior
wielomianéw wyznacza kazdg tozsamos$é wielomianowa algebry A. W przypadku algebr
nad ciatem o charakterystyce 0, twierdzaca odpowiedz na to pytanie podal Kemer w [24].
Jego dowdd opiera sie na szczegdlowej analizie struktury ideatu wolnej algebry, ktorego
elementami sa wszystkie tozsamosci wielomianowe danej algebry. Natomiast w 1999 roku
podano przyktady algebr nad cialem o charakterystyce dodatniej, dla ktorych odpowiedz
na rozwazane pytanie jest przeczaca (patrz [6], [19] i [42]).

Dla kazdej liczby naturalnej n, algebra macierzy n x n nad ciatem jest algebra spelnia-
jaca tozsamos¢ wielomianowsa (patrz np. [10, Example 6.15]). Zatem zgodnie z poprzednim
akapitem istnieje skonczony zbior wielomianéw nieprzemiennych zmiennych, ktory wyzna-
cza wszystkie tozsamosci algebry macierzy n X n o wyrazach w ciele charakterystyki 0.
Taki zbiér znaleziono jedynie dla n = 2 (patrz [16], [37]). Wiecej informacji o problemie
opisania tozsamosci wielomianowych w algebrach macierzy nad cialem mozna znalezé na
przyktad w [17].

Powyzszy fakt pokazuje, jak trudne jest wyznaczenie wszystkich tozsamosci wielo-
mianowych konkretnych algebr. Jednym ze znanych wynikéw pozytywnych jest rezultat
Malceva. Pokazal on w artykule [29], Ze kazda tozsamo$¢ wielomianowa algebry macierzy

gornotrojkatnych n x n o wyrazach w ciele charakterystyki 0 wynika z tozsamosci
[xla yl][x% yQ] e [Ina yn] =0.

Bezposrednig motywacja do badania maksymalnych podalgebr algebry macierzy nad
ciatem, ktore speliajg tozsamosci wielomianowe zwigzane z komutatorami, jest problem
opisu maksymalnych przemiennych podalgebr takiej algebry. Wynika to z tego, ze algebry
przemienne spetniajg rozpatrywane przez nas tozsamosci wielomianowe.

Maksymalny wymiar przemiennej podalgebry algebry macierzy nad cialem algebra-
icznie domknietym zostal wyznaczony przez Schura w 1905 roku (patrz [41]). Rezultat
ten na dowolne cialo rozszerzyt Jacobson w artykule [22] z 1944 roku. Co wiecej, w tej
pracy autor scharakteryzowal z doktadnoscia do sprzezen przemienne podalgebry maksy-
malnego wymiaru algebry macierzy nad ciatami, ktére sa doskonate (patrz [48, Definition
3.2.5]) lub sa charakterystyki réznej od 2.

Wynik Schura byt inspiracja do nastepujacych rozwazan:

e wyznaczenia maksymalnego wymiaru przemiennej podalgebry algebry zewnetrznej

(Grassmanna) (patrz [15]),

e wyznaczenia maksymalnego wymiaru wtasciwej podalgebry algebry macierzy nad

ciatem charakterystyki 0 (patrz [2]),
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e wyznaczenia maksymalnego wymiaru podalgebry algebry macierzy nad ciatem spet-

niajacej tozsamos$¢ wielomianowa
[mla yl][an y2] T ["Eqa yq] =0 (001)
dla dowolnej liczby naturalnej ¢ > 2 (patrz [14]),

e wyznaczenia maksymalnego wymiaru podalgebry algebry macierzy nad ciatem spet-

niajacej tozsamos$¢ wielomianowa

[ [[1?1,1’2],273}7...,1'(1] =0
dla dowolnej liczby naturalnej ¢ > 3 (patrz [45]).

Badane byly takze maksymalne przemienne podalgebry algebry macierzy n x n nad
ciatem, ktore nie sa maksymalnego wymiaru. Poczatkowo stawiano hipoteze, ze najmniej-
szy wymiar takiej podalgebry jest réwny n (patrz [18]). Courter w artykule [12] pokazal,
ze jest ona nieprawdziwa. Nastepnie Gustafson w [20] udowodnil, ze rozpatrywany wymiar
jest zawsze wigkszy niz ns. Warto wspomnie¢, ze dla n = k% + 3k, gdzie k jest dowolng
liczbg naturalng, znana jest konstrukcja maksymalnej przemiennej podalgebry algebry
macierzy n X n, ktérej wymiar jest rowny czesci catkowitej liczby 3ns —4 (patrz [27]).
Nowsze wyniki dotyczace tej tematyki otrzymano na przyktad w [11] lub [43].

W niniejszej pracy wazne beda blokowo trojkatne podalgebry algebry macierzy. Izo-
morfizmy w pewnych klasach takich algebr badano w [9] oraz [13]. Pierwsza z tych prac
dotyczy izomorfizméw zachowujacych gradacje blokowo trojkatnych podalgebr algebry
macierzy o wyrazach w algebrze z dzieleniem. Natomiast druga praca poswiecona jest pro-
blemowi izomorfizmu podpierécieni blokowo tréjkatnych pierécienia macierzy o wyrazach
w pierscieniu noetherowskim. Innymi artykutami poruszajacymi podobne zagadnienia sa
(3], [4] lub [8].

Gléwnym celem pracy jest opisanie klas sprzezonosci oraz klas algebr izomorficznych
wsrod maksymalnych podalgebr algebry macierzy nad ciatem, ktére spetniajag tozsamosé
wielomianowa (0.0.1). Ponadto podejmujemy skuteczng probe znalezienia maksymalnego

wymiaru podalgebry algebry macierzy nad ciatem, ktora spetnia tozsamosé
|:[1717 yl]v Zl} “I% y?]a 22] e [[x(p yq]a Zq] =0 (002)

oraz konstruujemy algebry takiego wymiaru. Przedstawione rezultaty w wiekszosci po-
chodza z artykutéw [30], [31]. Rozszerzaja one przywotane wczesniej wyniki Schura oraz
Jacobsona.

Pierwsze z zagadnien jest kontynuacja badan prowadzonych w pracach [14], [49], [50].
Prowadzi do odpowiedzi na pytanie postawione w [50] o posta¢ podalgebr z tozsamoscia
wielomianowa (0.0.1) algebry macierzy gérnotrojkatnych nad ciatem, ktérych wymiar jest

maksymalny:.
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Drugie zagadnienie motywowane jest praca [46], w ktérej autorzy badali uogdlnienia
twierdzenia Cayleya-Hamiltona na macierze o wyrazach w pierscieniach spetniajacych
tozsamosé (0.0.2). Kolejng motywacja jest pytanie o maksymalny wymiar podalgebry

algebry macierzy nad ciatem, ktora spelnia tozsamos$¢ wielomianowsg,
[[351, yil, [z, QQH = 0.

Zostalo ono w ogdlniejszej postaci postawione w [45]. Z analizy wymiaru podalgebr al-
gebry macierzy z tozsamoscia (0.0.2) dla ¢ = 2 otrzymamy ograniczenie na wymiar we
wspomnianym wczesniej pytaniu.

Przedstawimy teraz szczegdtowo strukture pracy. Jest ona podzielona na 5 rozdzia-
tow. W pierwszym z nich wprowadzimy pojecia, ktore bedziemy wykorzystywaé w dal-
szych rozdziatach. Przywotamy twierdzenie Artina—Wedderburna, ktére pokazuje istotna
role algebr macierzy w teorii algebr skonczonego wymiaru. Podamy takze charakteryzacje
triangularyzowalnych podalgebr algebry macierzy nad ciatem algebraicznie domknietym.
Rozdzial zakonczymy dowodem kryterium umozliwiajacego blokowa triangularyzacje pod-
algebr algebry macierzy nad dowolnym ciatem (patrz Stwierdzenie 1.0.20). Wykorzystuje
on standardowe metody uzywane w algebrze liniowej przy badaniu podprzestrzeni nie-
zmienniczych. Przedstawimy go szczegdtowo, poniewaz udowodnione kryterium stanowi
podstawe dla dowodéw zawartych w rozdziale trzecim.

W drugim rozdziale przedstawimy rezultaty Schura oraz Jacobsona dotyczace wymiaru
oraz postaci przemiennych podalgebr maksymalnych wymiaréw algebry macierzy nad
ciatem. Drugi z wynikéw dotyczy opisu klas sprzezonosci przemiennych podalgebr algebr
macierzy n X n (dla n > 3) nad ciatem, ktére jest doskonate lub jest charakterystyki
roznej od 2. Rozszerzymy ten rezultat na przypadek podalgebr algebr macierzy 2 x 2
i 3 x 3 nad ciatami algebraicznie domknietymi (patrz Stwierdzenie 2.1.8). Dla cial liczb
rzeczywistych i zespolonych mozna go znalezé na przyktad w [26], gdzie jest réwniez
przedstawiony szczegdlowy rys historyczny dotyczacy opisu algebr matego wymiaru.

Dalsza czes¢ drugiego rozdziatu dotyczy maksymalnych przemiennych podalgebr alge-
bry macierzy nad cialem. Podamy przyktady takich podalgebr, ktére nie sg przemiennymi
podalgebrami maksymalnego wymiaru. Nastepnie we Wniosku 2.2.5 znajdziemy ograni-
czenie dolne na wymiar maksymalnych przemiennych podalgebr algebry macierzy, kto-
rych radykal Jacobsona jest ideatem nilpotentnym indeksu 2 lub jest ideatem zerowym.
W dowolnej podalgebrze algebry macierzy nad ciatem radykat Jacobsona jest ideatem
nilpotentnym, wiec przedstawiony wynik jest poczatkowym krokiem w badaniach mak-
symalnych przemiennych podalgebr algebry macierzy. Pokazuje on, ze w rozpatrywanym
przypadku hipoteza o najmniejszym wymiarze maksymalnej przemiennej podalgebry alge-
bry macierzy nad ciatem, ktora przywotaliémy wczesdniej, jest prawdziwa. W przyktadach
Laffey’a z [27] radykaly Jacobsona podalgebr mniejszego wymiaru niz byl przypuszczany,

sg ideatami nilpotentnymi indeksu 3.
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W rozdziale trzecim przedstawimy czesé gtéwnych wynikow. Rozpoczniemy od definicji
blokowo tréjkatnych podalgebr algebry macierzy nad cialem, w ktérych na diagonalnych
blokach znajdujg sie algebry przemienne. Definicja ta zostalta zainspirowana przyktadami
podalgebr algebry macierzy nad cialem, opisanymi w pracy [14], ktére spelniaja toz-
samos$¢ wielomianowg (0.0.1) i maja maksymalny wymiar. Z okreslonymi podalgebrami
zwigzany bedzie ciag liczb naturalnych wyznaczajacy rozmiary blokéw. W Twierdzeniu
3.2.5 pokazemy, ze kazda maksymalna podalgebra algebry macierzy nad cialem spetnia-
jaca tozsamo$¢ wielomianowa (0.0.1) jest sprzezona z jedna z wezesniej zdefiniowanych
podalgebr. Nastepnie wykazemy, ze réwniez implikacja odwrotna jest prawdziwa. Tym sa-
mym problem opisu klas sprzezonosci maksymalnych podalgebr spetniajacych tozsamosé
(0.0.1) sprowadzimy do opisu klas sprzezonosci maksymalnych przemiennych podalgebr
algebry macierzy nad ciatem.

Dalsza czes¢ rozdziatu trzeciego dotyczy problemu izomorfizméw, ktory rozpatrujemy
w dwdbch klasach blokowo trojkatnych podalgebr algebry macierzy nad ciatem. Ustalenie
izomorfizmu algebr nalezacych do pierwszej z klas pozwoli rozwigzaé¢ problem izomor-
fizméw dla podalgebr algebry macierzy spetiajacych tozsamosé wielomianowa (0.0.1),
ktore maja maksymalny wymiar. Zrobimy to w Twierdzeniu 3.4.7 przy dodatkowym zato-
zeniu, ze cialo jest algebraicznie domkniete. Pokazemy, ze wtedy izomorficzne podalgebry
Sq sprzezone.

Rozwiazanie problemu izomorfizmu w drugiej z klas podalgebr jest dobrze znane (patrz
na przyktad [13, Corollary 2.6]). Podany przez nas dowdd jest prosta modyfikacja rozwa-
zan dotyczacych pierwszej z klas podalgebr. Wyniki z rozdziatu trzeciego, ktére opisaliSmy
do tej pory poza rezultatem z poczatku tego akapitu, pochodza z pracy [31]. Na koniec
rozdziatu przywotamy wezesniejsze rezultaty wraz z dowodami z pracy [49]. Wyjasnia one
doktadnie strukture podalgebr algebry macierzy nad ciatem z tozsamoscia (0.0.1), ktére
maja maksymalny wymiar.

W czwartym rozdziale rozwazamy blokowo trojkatna posta¢ maksymalnych podalgebr
algebry macierzy nad ciatlem z tozsamoscia (0.0.1), ktore zawieraja sie w algebrze ma-
cierzy gornotréjatnych (patrz Twierdzenie 4.1.4). To twierdzenie udowodniliSmy w pracy
[31] i odpowiada ono na pytanie [50, Question 9]. Kolejne wyniki z tego rozdziatu przy-
gotowujemy do publikacji. Dotycza one zanurzalno$ci maksymalnych podalgebr algebry
macierzy nad ciatem, ktére spetniaja tozsamosé wielomianowa (0.0.1). W Twierdzeniu
4.2.2 i Wniosku 4.2.3 bedziemy ja rozwazali nad ciatami algebraicznie domknietymi. Na-
stepnie, ze wzgledu na wczesniejsze wyniki z tego rozdziatu, scharakteryzujemy zanurzenia
blokowo trojkatnych podalgebr algebry macierzy nad ciatem, ktore sg zgodne z blokowsg
struktura (patrz Twierdzenie 4.2.13). Uzyskana charakteryzacja jest zwiazana z rozkta-
dalno$cig diagonalnych blokéow. Wtedy podalgebry moga byé zapisane w postaci blokowo
tréjkatnej na rézne sposoby. Rozdzial zakonczymy, pokazujac w Twierdzeniu 4.3.5 jedno-

znacznos¢ zapisu w postaci blokowo trojkatnej pewnych podalgebr algebry macierzy nad
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cialem z tozsamoscia wielomianowa (0.0.1). Rozszerza ono i uscisla wezesniejszy wynik
[50, Theorem 15].

Dodatkowa motywacja do rozwazan z ostatniego rozdziatu sa rozwigzalne i nilpotentne
algebry Liego. Odgrywaja one wazna role w teorii algebr Liego. W tym rozdziale przed-
stawimy wezesniejsze rezultaty pochodzace z prac [32], [45], [49] i [50]. Dotycza one algebr
tacznych, ktore z nawiasem Liego bedacym komutatorem elementow sa nilpotentnymi lub
rozwigzalnymi algebrami Liego. Nastepnie udowodnimy nasze gtéwne wyniki. Sa nimi
Twierdzenie 5.4.1 i Twierdzenie 5.4.6, ktore pochodza z artykutu [30]. Twierdzenie 5.4.1
pozwoli wskaza¢ we Wniosku 5.4.8 ograniczenia na wymiar podalgebry algebry macie-
rzy z tozsamoscig wielomianowq [[1'1,1'2], [yl,yg]] = 0. W Twierdzeniu 5.4.6 podajemy
ograniczenie gérne na wymiar podalgebry algebry macierzy nad cialem z tozsamoscig
wielomianowa

[[%,yﬂayl} “%,yz],@} “fqayq]a Zq] =0,
gdzie q jest dowolng liczba naturalng. Pd6zniej pokazemy rownowazng formute na uzyskane
ograniczenie. To pozwoli nam skonstruowa¢ przyktad podalgebry algebry macierzy nad

cialem z powyzsza tozsamoscig wielomianowa, ktérej wymiar jest najwiekszy.
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Rozdziat 1
Informacje wstepne

W pracy bedziemy rozwazaé pierscienie taczne z jedynka. Wazna klasa sa pierscienie,
ktore dodatkowo maja strukture przestrzeni liniowej nad cialem i mnozenie zgodne z ta

struktura. Cialo bedziemy oznaczali przez K.

Definicja 1.0.1. Algebra A nad ciatem K to przestrzen liniowa nad K, na ktérej okre-

slone jest tgczne mnozenie spetniajace, dla dowolnych «, 3,7 € K i a,b,c € A, rownosci

(aa+ ) -c=ala-c)+ B(b-c), a-(Bb+7e) = Bla-b)+(a- o).

2

W powyzszej definicji ,,-” oznacza mnozenie elementéw algebry A. Nie wprowadzili-
$Smy natomiast oznaczenia dla lewostronnego mnozenia wektorow przez skalary. Dowolny
element o € K w naturalny spos6b mozemy utozsami¢ z elementem al € A. Z réwnosci
w Definicji 1.0.1 wynika, ze a1 jest przemienny ze wszystkimi elementami A.

Podalgebrg algebry A nad cialem K nazywamy kazdy podzbiér P C A, ktory tez
jest algebra nad cialem K z tg samg jedynka. Méwimy, ze algebra A jest skonczonego
wymiaru, jesli wymiar przestrzeni liniowej nad K, ktora jest A, jest skonczony. Wymiar

tej przestrzeni liniowej oznaczamy przez dim A.

Przyktad 1.0.2. Niech n bedzie dowolna liczbg naturalng. Zbiér macierzy o n wierszach
oraz n kolumnach o wyrazach w ciele K jest algebra nad ciatem K wymiaru n?. Bedziemy

ja oznaczaé przez M, (K). Przyktadami podalgebr M,,(K) sa:

e algebra macierzy gornotréjkatnych

ai;r a2 ... QAip
0 0/22 a/2n . .

U, (K) = o ‘ . ca; e Kdlal<i<jyj<ing,
0 ... 0 auy
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e algebra macierzy gornotrojkatnych z réwnymi wyrazami na gtdwnej przekatnej

a1 a2 aiz ... Q1n
0 a11 A3 ... Aon
U (K) = T : rapn € Kiaje Kdlal<i<j<n
0 ... 0 an apap
0 . 0 0 aiq

Przyjmujemy, ze zbi6r liczb naturalnych, oznaczany przez N, to {1,2,...}. Jedli w na-
szych dalszych rozwazaniach wystepuje algebra M,,(K') bez dodatkowych zaltozen o liczbie
n oraz ciele K, to dotycza one algebry macierzy n x n dla dowolnej liczby naturalnej n
o wyrazach pochodzacych z dowolnego ciata K.

Nowg algebre mozna skonstruowac na podstawie znanych algebr w nastepujacy sposéb.

Przyktad 1.0.3. Niech Ay, As, ..., A, dla pewnej liczby naturalnej ¢, beda algebrami nad
cialem K. Wtedy zbior

.A1XAQX...X.At:{(al,ag,...,at)2CL1€A1,CL2€A2,...,CLt€At}

ma strukture przestrzeni liniowej z lewostronnym mnozeniem przez skalary, zadanym wzo-
rem

/g(ala ag, . .. 7at) = (6@1, ﬁa% s 750'25)7
gdzie 8 € K, (ay,az,...,a;) € Ay X Ay x ... x A;. Ponadto, dla dowolnych wektoréw

(v1, V9, ..., v), (W1, wa, ..., w) € A X Ag X ... x Ay okredlamy iloczyn

(v1, V9, ..., vp) - (W1, Wa, ..., w) = (V1 - W1, Vg - Wa, ...,V - Wy).

Przestrzen liniowa A; x Ay ... x A; z powyzszym mnozeniem jest algebrg nad ciatem K.

Na mocy twierdzenia Cayleya kazda grupa skoriczona jest izomorficzna z pewna pod-
grupa grupy symetrycznej. Podobnie kazda skonczenie wymiarowa algebra nad ciatem jest
izomorficzna z podalgebrg algebry macierzy pewnego rozmiaru nad tym samym ciatem.

Jezeli A jest algebra nad ciatem K wymiaru n, to izomorfizm algebry A z pewna podal-
gebra M,,(K) uzyskujemy w nastepujacy sposob: Dla dowolnego a € A, niech A\,: A — A
bedzie przeksztatceniem okreslonym wzorem \,(x) = ax, gdzie x € A. Jest to przeksztal-
cenie liniowe. Znajdujac macierze przeksztatcen takich odwzorowan w ustalonej bazie,
otrzymujemy monomorfizm z algebry A w algebre M,,(K). Tak okreslone odwzorowanie

nazywamy reprezentacjq regularng.

Przyktad 1.0.4. Cialo liczb zespolonych C jest dwuwymiarowa przestrzenia liniowg nad

cialem liczb rzeczywistych R. Dla dowolnych liczb a, b € R macierza przeksztalcenia A, 4,

ktore okreslilismy w poprzednim akapicie, w bazie (1,17) jest ( Z _ab ) . Odwzorowanie

o - . . . a . . .. , .
przypisujace liczbie zespolonej a + bi macierz < ) jest liniowe i réznowartosciowe.

b
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Co wigcej, dla dowolnych aq, as, by, by € R spetniona jest rownosé

ay —b1 a9 —bg o a1 — ble —ale — b1a2
by by as \arby + biay  ajas — biby '
Poniewaz (ay + b17)(ag + bai) = ajas — byiby + (a1b2 + byas)i, to okreslone wezesniej odwzo-

rowanie jest homomorfizmem algebr. Tym samym wykazaliSmy, ze C oraz zbiér macierzy

—b
{ ( Z ) ra,b e ]R} sg izomorficzne jako algebry nad R.
a

Uwaga 1.0.5. Zbiér macierzy 2 x 2 o elementach z ciata C jest algebra nad ciatem R
wymiaru 8. Reprezentacja regularna tej algebry prowadzi do jej izomorfizmu z pewna pod-
algebra Mg(R). Jednak, korzystajac z poprzedniego przyktadu, mozna znalezé izomorfizm
M, (C) (jako algebry nad R) z pewna podalgebra My(R).

Istotna role w teorii algebr nieprzemiennych odgrywaja algebry macierzy nad algebra-
mi z dzieleniem. Pojawiaja sie one w opisie struktury algebr skonczenie wymiarowych nad
ciatem. Wystepuja tam przy charakteryzacji ilorazu algebry przez jej radykal Jacobsona.
Przypomnijmy, ze algebra z dzieleniem to algebra, w ktérej kazdy niezerowy element jest
odwracalny. Przemienne algebry z dzieleniem sa ciatami. Przyktadem nieprzemiennej al-
gebry z dzieleniem jest algebra kwaternionéw. Konstrukcja innych nieprzemiennych algebr
z dzieleniem skonczonego wymiaru jest bardziej skomplikowana. Przyktad takiej algebry

mozna znalez¢ w [28, s. 226].

Definicja 1.0.6. Radykal Jacobsona algebry A, oznaczany przez J(A), to przeciecie

wszystkich maksymalnych ideatow lewostronnych algebry A.

Radykal Jacobsona mozna réwnowaznie zdefiniowa¢ jako przeciecie wszystkich mak-
symalnych ideatéw prawostronnych (patrz [28, (4.2) Corollary]). Stad wynika, ze J(A)
jest ideatem. Zgodnie z [28, (4.5) Lemma] mamy:

J(A) ={a € A: dla dowolnych elementéw x,y € A, element 1 — xay jest odwracalny}.

Wykorzystujac powyzsza charakterystyke radykatu Jacobsona, pokazemy, ze kazdy nal
ideal, czyli taki ideal, w ktorym kazdy element jest nilpotentny, zawiera sic w J(.A).
Jesli a jest dowolnym elementem nil ideatu I algebry A, to dla dowolnych z,y € A

element z = zay nalezy do I. Istnieje wiec liczba naturalna n taka, ze z" = 0. Zatem
1=2)14+z+... +2"HY=0Q+z+... +2"H1l-2)=1-2"=1.

Stad wynika, ze element 1 —zxay = 1—z jest odwracalny. Na mocy ostatnie charakteryzacji
radykalu Jacobsona otrzymujemy wiec, ze a € J(A). Poniewaz element a jest dowolnym
elementem ideatu I, to dostajemy zawieranie I C J(A).

Gdy A jest algebra skonczonego wymiaru, to na mocy [28, (4.12) Theorem] radykal
Jacobsona J(A) jest najwiekszym ideatem nilpotentnym. Oznacza to, ze J(A) jest naj-

wiekszym (wzgledem relacji zawierania) ideatem I, dla ktérego istnieje liczba naturalna
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n, taka ze I" = {0}. Jesli I" = {0} oraz "' # {0}, to liczbe n nazywamy indeksem

nilpotentnos$ci ideatu I.

Twierdzenie 1.0.7 (Artin-Wedderburn). Niech A bedzie algebrg skoticzenie wymiarowq
nad ciatem K. Wtedy istniejq liczby naturalne q, ny, ne, ..., ng @ algebry z dzieleniem
Dy, Ds, ..., Dy nad ciatem K takie, ze

A/ J(A) ~ My, (Dy) X My, (Ds) X ... x M, (D).

Jezeli K jest cialem algebraicznie domknietym, to dla kazdego i € {1,...,q} mamy D; =
K.

Do przedstawionej powyzej algebry B = My, (D1) X M,,(D3) x ... x M, (D) naleza

elementy

E=(I4,00,,00,,...,0,,) oraz F =0y, Lny, Iny,- .., In,),

gdzie dla dowolnej liczby naturalnej k przez I oznaczamy macierz jednostkowq rozmiaru
k X k, a przez 05 oznaczamy macierz zerowg rozmiaru k x k. Okreslone elementy spelniaja
rownania E? = E, F? = F oraz EF = FE = 0. Z elementami F i F zwigzane sg
podalgebry EBE i FBF, dane odpowiednio przez:

EBE = {(2,0p,,...,0,,) : € My, (D1)},
FBF = {(0p,,22,...,24) 7 € My, (D;) dlai =2,3,...,q}. (1.0.1)

2 = ¢, nazywamy idem-

Definicja 1.0.8. Element e algebry A, ktéry spelnia réwnanie e
potentem. Jedli idempotent e jest przemienny ze wszystkimi elementami algebry A, to
mowimy, ze jest on idempotentem centralnym. Gdy f i g sa idempotentami takimi, ze

fg=9gf =0, to f1igsaidempotentami ortogonalnymi.

Z definicji wynika, ze 0 i 1 sa idempotentami dowolnej algebry. Jesli e jest idempo-
tentem, to (1 —€)? =1—2e+e?=1—coraz (1 —e)e =e(l —e) = e —€? = 0. Zatem
e i 1 — e sg idempotentami ortogonalnymi. Przyktadami takiej pary idempotentéw sg
okreslone wezesniej elementy E i F' w algebrze B = M, (D;) x M, (D3) x ... x M, (Dy).
Dodatkowo, idempotenty E i F' sa centralne.

Algebry EBE i FBF opisane w (1.0.1) daja pewien rozklad algebry B. Podobny roz-
ktad zachodzi, gdy do algebry nalezy idempotent r6zny od 0 i 1. Méwi o tym nastepujace

twierdzenie, ktérego dowéd mozna znalezé w [10, 2.7 Idempotents].

Twierdzenie 1.0.9. Niech e bedzie idempotentem algebry A réznym od 04 1. Wtedy eAe
i (1 —e)A(1 —e) sq algebrami, ktérych jedynkami sq odpowiednio e i (1 — e). Algebry te
wraz z podprzestrzeniami e A(1 —e) i (1 — e)Ae algebry A dajg nastepujgcy rozktad A na

sume prostqg podprzestrzeni liniowych
A=clAdeDeA(l—e)® (1 —e)Aed (1 —e)A(l —e). (1.0.2)
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Jesli e jest idempotentem centralnym, to algebry eAe i (1—e)A(1—e) sq ideatami algebry
A. Wtedy rozktad algebry A na sume prostg podprzestrzeni liniowych z (1.0.2) upraszcza
sie do postaci A =eAe @ (1 —e)A(l —e).

Rozklad ze wzoru (1.0.2) zostal wprowadzony przez Peirce’a w pracy [33]. Teza ostat-

niego twierdzenia dotyczaca idempotenta centralnego motywuje nastepujaca definicje.

Definicja 1.0.10. Powiemy, ze algebra A rozkltada si¢ na sume prosta algebr, jesli istnieja
niezerowe algebry A; i Ay bedace jednoczesnie ideatami algebry A takie, ze A = A; ® A,

jako przestrzen liniowa.

W powyzszej definicji wystarczy jedynie zakladaé, ze A; 1 Aj sg ideatami algebry A
takimi, ze A = A; @& Ay jako przestrzen liniowa. Dodalidémy zalozenie, ze A; i As sa

algebrami, aby definicja byla zgodna z trescig Twierdzenia 1.0.9.

Uwaga 1.0.11. 7Z Twierdzenia 1.0.9 wynika, ze algebra, do ktérej nalezy idempotent
centralny rézny od 0 i 1, rozklada sie na sume prosta algebr. Pokazemy, ze przeciwna
implikacja jest takze prawdziwa. W tym celu sprawdzimy, ze w algebrze, ktora rozktada
sie na sume prosta algebr A; @ A,, jedynka algebry A; jest idempotentem centralnym.
Niech e bedzie jedynka A;, natomiast niech a bedzie dowolnym elementem A. Poniewaz
jako przestrzen liniowa A = A; @ A,, to istnieja a; € A; 1 ay € Ay takie, ze a1 + a = a.
Zatem
ae = (a1 + az)e = ae + age.

Z zalozenia, ze A; i Ay sg idealami algebry A wynika, ze ase € Ay N A; = {0}. Stad

ae = aye = a;. Podobnie sprawdzamy réwnosé

ea = ea; + eas = ea; = ay.

To pokazuje, ze e jest idempotentem centralnym.

Stad rowniez (1 —e) jest idempotentem centralnym. Ponadto dla dowolnego elementu
y € Ay mamy réwnosé (1 —e)y =y — ey = y, poniewaz ey € A; N Ay = {0}. Podobnie
pokazujemy, ze y(1 — e) =y, wiec 1 — e jest jedynka algebry As.

W Lemacie 2.1.4 opiszemy podalgebry M, (K), ktére rozktadaja sie na sume prosta
algebr. Teraz podamy przyktad podalgebry M, (K), ktéra jako przestrzen liniowa jest
sumg prosta podprzestrzeni liniowych bedacych jednoczesnie algebrami, ale nie ideatami.

Zobaczymy, ze wtedy wtasnosci opisane w Uwadze 1.0.11 nie sa spetnione.

Przyktad 1.0.12. Rozwazmy nastepujace podprzestrzenie liniowe w Uz (K):

000
ca,bce Ky, W= 0 d e |:defeK
00 f

b
V = a
0

o O Q
QOO
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Wtedy Us(K) jest suma prosta podprzestrzeni V' i W, ktére sa jednoczesnie algebrami.
Jednak V' nie jest ideatem algebry Us(K), gdyz

1 00 0 00 1 00

01 0 [eV, ale 010 010 |gW

0 0 1 0 01 0 01
Podobnie W nie jest ideatem algebry Us(K'), poniewaz

000 0 0 1 0 00

00 0 |eW, ale 0 00 000 |gW

0 01 0 00 0 01

W przedstawionym przyktadzie element neutralny algebry W nie jest centralnym idem-

potentem. Istotnie, na przyktad iloczyny
001 0 00 000 0 01
000]-1010 oraz 01 01]-1000
000 001 001 000

nie sa réwne. Co wiecej, suma jedynek algebr V' oraz W nie jest jedynka algebry Us(K).

Istotnym faktem jest to, ze idempotenty algebry A i algebry ilorazowej A/I, gdzie 1
jest nil ideatem, sg ze soba powigzane. Zwigzek ten opisuje kolejne twierdzenie, ktérego

dowdd znajduje si¢ m.in. w [28, (21.28) Theorem].

Twierdzenie 1.0.13. Niech I bedzie nil ideatem algebry A, natomiast e miech bedzie
idempotentem algebry ilorazowej A/I. Wtedy istnieje idempotent f € A taki, ze f = e,

gdzie f oznacza obraz f przy naturalnym homomorfizmie A na algebre ilorazowq A/I.

W kazdej algebrze skoniczonego wymiaru radykat Jacobsona jest najwickszym ideatem
nilpotentnym. Zatem poprzednie twierdzenie mozemy zastosowaé¢ do algebry skonczenie
wymiarowej A i algebry ilorazowej A/J(A), ktéra na mocy Twierdzenia 1.0.7 jest izo-

morficzna z pewnym produktem algebr macierzy nad algebrami z dzieleniem.

Przyktad 1.0.14. Opiszemy idempotenty w algebrze M,,(K) nad cialem K. Pokazemy, ze
dowolny idempotent F' algebry M, (K) jest sprzezony z jedna z ponizszych macierzy

1 0 0 . 0 1 0 0 ... 0

(1) 8 ' 8 010 ...0 0 1 0O ... 0
: SRRSO 0 0 1 0
00 . 0 0 00 .0 0 0 0

(1.0.3)
Znajdziemy wiec macierz odwracalng X € M, (K) taka, ze X 'FX jest jedng z macie-
rzy w (1.0.3). Przypomnijmy, ze rézne macierze sprzezone sa macierzami tego samego

przeksztalcenia liniowego zapisanego w r6znych bazach.
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Niech f: K™ — K™ bedzie przeksztatceniem liniowym, ktérego macierzg przeksztatce-
nia w bazie standardowej jest F. Poniewaz ['> = I, to f o f = f. Zatem dowolny wektor
v € K™ mozemy zapisa¢ jako v = f(v)+v— f(v), gdzie f(v) nalezy do obrazu przeksztatce-
nia f, a v— f(v) nalezy do jadra przeksztalcenia f. Stad i z réwnosci im(f)Nker(f) = {0}
wynika, ze K" jest suma prosta podprzestrzeni im(f) oraz ker(f). Mozemy wiec znalezé
baze B = (vq,vy,...,v,) przestrzeni K™ taka, ze dla pewnej liczby naturalnej ¢ wektory
U1, Vg, . .., vp sa wektorami bazowymi im(f), a vei1, Vere, ..., v, sa wektorami bazowymi
ker(f). Dla dowolnego v;, ktéry jest wektorem bazowym im(f), istnieje wektor w; taki, ze
vj = f(w;). Zatem f(v;) = f(f(w;)) = f(w;) = v;. Stad oraz z tego, ze obrazy wektoréw
bazy B nienalezacych do im(f) sa zerowe, wynika, ze macierz przeksztalcenia liniowego

f w bazie B jest réwna tej macierzy z (1.0.3), ktéra ma doktadnie ¢ jedynek.

Definicja 1.0.15. Niech 7, j, n beda liczbami naturalnymi speliajacymi nieréwnosci 1 <
1, < n. Macierz n x n, ktorej jedynym niezerowym wyrazem jest 1 w i-tym wierszu oraz
j-tej kolumnie, nazywamy jedynka macierzowa algebry M, (K). Bedziemy ja oznaczaé

Przez €;;.

Dla dowolnych liczb naturalnych i, j, k, ¢ € {1,2,...,n} iloczyn jedynek macierzowych
e;j oraz ey algebry M, (K) jest nastepujacy
e, ) Gt jesli 7 =k,
W TN 0, w przeciwnym przypadku.
Stosujac wprowadzone oznaczenie, idempotenty z (1.0.3), inne niz 0,, i I,,, mozna zapisa¢

jako sumy jedynek macierzowych:
€11, €11 +ex2, ..., €ejxtext...+e 1, 1.

Podobnie jak okreslamy macierze sprzezone, podalgebry A oraz B algebry M, (K)

nazywamy sprzezonymi, jesli istnieje macierz odwracalna X € M, (K) taka, ze

B=X"TAX ={X"aX :a € A}.

Sprzezone podalgebry M, (K) sa macierzami tych samych endomorfizméw liniowych prze-
strzeni K" zapisanymi w pewnych dwoch bazach.

Jezeli A jest podalgebra M, (K) sprzezong z podalgebra zawarta w U, (K), to po-
dalgebre A nazywamy triangularyzowalng. Dla ciata algebraicznie domknietego K, jeden

z opiséw triangularyzowalnych podalgebr M,,(K) podaje [36, Theorem 1.3.2].

Twierdzenie 1.0.16. Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym i niech A bedzie
podalgebrg M, (K). Podalgebra A jest triangularyzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich x,y € A element xy — yx jest nilpotentny.

Definicja 1.0.17. W dowolnej algebrze A element zy — yx nazywamy komutatorem
elementéw x oraz y i oznaczamy przez [r,y|. Ideal algebry A generowany przez zbiér

wszystkich komutatorow oznaczamy przez C4.
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by by
0 b3

ap a
0 aq
Komutator macierzy A oraz B jest rowny

ap Az bi by . bi by ar ay \ _ [ [a1,b1] aiby + agxby — biay — byaz
0 as 0 by 0 b 0 az )\ 0 [as, bs] '

Mnozenie w ciele jest przemienne, wiec [aq, as] = [by, be] = 0. Zatem [A, B] € ( 8 [0( ) '

Podobnie komutator dowolnych dwédch macierzy U, (K) dla n > 2 nalezy do zbioru

Niech A = oraz B = ( ) beda dowolnymi macierzami Uy (K).

0 K K ... K
00 K ... K
S (1.0.4)
0 ... 0 0 K
0 ... 0 0 0

Jesli A jest przemienng algebra, to komutator dowolnych elementéw jest zerowy. Zatem
wartos¢ wielomianu xy — yx o nieprzemiennych zmiennych z i y, jest réwna 0 po podsta-
wieniu za z i za y dowolnych elementow algebry A. To pokazuje, ze dowolna przemienna

algebra jest algebra z tozsamosciag wielomianowa, ktora okreslamy nastepujaco.

Definicja 1.0.18. Niech f bedzie wielomianem n nieprzemiennych zmiennych o wspot-
czynnikach z ciata K. Powiemy, ze algebra A nad cialem K jest algebra z tozsamoscia

wielomianowa f = 0, jesli f(aq,as,...,a,) = 0 dla dowolnych ay, as, ..., a, € A.

Wezesniej pokazalismy, ze komutator dowolnych dwoch macierzy U, (K) nalezy do
zbioru przedstawionego w (1.0.4). Iloczyn dowolnych n macierzy ze wspomnianego zbioru

jest zerowy. Stad wynika, ze U, (K) jest algebra z tozsamoscia wielomianows
[wlv yl][:ﬂ?a 92] Tt [xna yn] = 0

Innym przyktadem algebry z tozsamoscig wielomianowa jest algebra zewnetrzna, na-

zywana tez algebra Grassmanna.

Definicja 1.0.19. Niech n bedzie liczba naturalng wigksza lub réwng 2 oraz niech K
bedzie cialem charakterystyki roznej od 2. Algebra zewnetrznag o n generatorach nad
cialem K nazywamy algebre ilorazowa algebry wielomiandéw o nieprzemiennych zmiennych
X1, T, ..., Ty 1 wspOtczynnikach w ciele K, podzielong przez ideat generowany przez zbior
R= {xixj +xm 00,5 € {1,2,...,n}}.

Podstawowe wtasnosci algebry zewnetrznej opisane sa na przyktad w [10, Example 6.7].
Natomiast w [10, Example 6.16] wyjasnione jest, ze algebra zewnetrzna spelnia tozsamosé
wielomianowsg {[xl,azg],xg] = 0. Co wiecej, wszystkie tozsamosci wielomianowe algebry
zewnetrznej o nieskonczenie wielu generatorach wynikajg z réwnosci {[xl,xg],xg] =0
(patrz [17, Theorem 1.4.4]).
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Szersza klasa podalgebr M,,(K) niz podalgebry triangularyzowalne sa podalgebry
sprzezone z podalgebrami macierzy blokowo goérnotrojkatnych. Pokazemy, ze do tej klasy
naleza podalgebry M,,(K) zawierajace niezerowy ideal nilpotentny.

Jedli I jest niezerowym ideatem nilpotentnym podalgebry A algebry M,,(K), ktérego
indeks nilpotentnosci jest réwny ¢, to dla dowolnego ¢ € {1,2,...,q — 1} rozwazamy

podprzestrzen przestrzeni V = K" danag wzorem

ill . iln T ill e iln I
I'v = Do el o o el eV
inl [ inn Tn inl c. inn Tn
Poniewaz I jest ideatem, to réwniez 1972 jest ideatem, wiec 1971V = [1972V C 972V,
Podobnie uzasadnimy zawieranie 192V C I973V . Kontynuujac, otrzymujemy ciagg zawie-

ran
0CIT'VCIT?VC...CIVCV. (1.0.5)

Uzyjemy ciagu (1.0.5) w dowodzie nastepujacego stwierdzenia.

Stwierdzenie 1.0.20 ([36], Theorem 1.5.1). Niech A bedzie podalgebrg M, (K) oraz niech
I bedzie niezerowym ideatem nilpotentnym algebry A, ktérego indeks nilpotentno$ci jest
rowny q. Wtedy q < n, istniejg liczby naturalne ny, na, ..., ng takie, Ze Y1 n; = n oraz

istnieje macierz odwracalna X € M,,(K), dla ktérej algebra X ' AX zawiera sie w zbiorze

Mm(K) menz(K) Mnlxng(K) Mnlan(K)

Onzxn1 an (K> mens (K> T anan(K)

(1.0.6)

an—l XMNg (K)

Onyns . o Oy M, (K)

Co wiecej, X IX zawiera sie w zbiorze macierzy blokowo tréjkgtnych nalezgcych do

(1.0.6), ktorych diagonalne bloki sq zerowe.
Dowdd. Niech V = K™ oraz niech IV, I*V, ..., I9"'V beda podprzestrzeniami liniowymi
V wystepujacymi w ciagu (1.0.5). Najpierw pokazemy, ze liczby

n; = dim [77'V/ dim 17"V,
gdziei = 1,2,...,q (przyjmujemy I° = A), spelniaja rownosé¢ ny +ng+...+n, = n. P6z-
niej sprawdzimy, ze ¢ < n. Na koniec znajdziemy macierz odwracalna X € M, (K) taka,

ze X 'AX oraz X 11X zawieraja sic w odpowiednich blokowo tréjkatnych podzbiorach

M, (K), ktére sa zwiazane z liczbami nq, no, ..., n,.

23



Z zatozenia 17 = {0, }, wiec ny = dim [ 'V/I7V = dim [9'V. Poniewaz 171V jest

podprzestrzenia liniowg 1972V, to
ny +ng = dim I7'V + dim I¢7?V/ dim I 'V = dim I97?V.
Podobnie 1972V jest podprzestrzenia liniowa 1973V, wiec

ny + ng +nz = dim 1972V + dim [77V/1972V = dim [7*V.
W ten sposéb pokazujemy, ze dla dowolnej liczby i € {1,2,...,q}

nl—l—ng—i——i—m:dlmlq*lv

W szczegdlnosci ny +no + ... +ny = dim AV =dimV = n.

Sprawdzimy teraz, ze ¢ < n. W tym celu wykazemy, ze wszystkie zawierania w ciggu
podprzestrzeni (1.0.5) sa wladciwe. Przypuéémy, ze tak nie jest. Wowcezas 1971V = {0,,},
lub istnieje liczba j € {1,2,...,¢—1} taka, ze [977V = [97771V_ W drugim z przypadkéw

tak samo jak w pierwszym mamy
197 = P(19797V) = P(1979V) = 1V = {0,,}. (1.0.7)

Jednak V = K™ oraz [%"' # {0,}, poniewaz ¢ jest indeksem nilpotentnosci ideatu I.
Stad wynika, ze 1971V # {0,}, co przeczy réwnosci (1.0.7). Udowodniliémy, ze w ciagu

podprzestrzeni (1.0.5) zawierania sa wtadciwe. Zatem otrzymujemy nieréwnosci

1 <dimI7V, 2<dimI??V, ..., ¢—1<dimIV, ¢<dimAV =dimV =n.

Pokazalismy, ze ¢ < n.

Postugujac sie ciagiem podprzestrzeni (1.0.5), okreslimy istotna dla dalszych rozwa-
zan baze B przestrzeni V. Aby zakonczy¢ dowdd, sprawdzimy, ze za macierz X, ktora
spelia teze dowodzonego lematu, mozemy przyja¢ macierz przejscia z bazy B do bazy
standardowej przestrzeni V.

Wymiar przestrzeni 197 'V jest réwny n;. Niech zatem uklad (vy,vs,...,v,,) , dla
pewnych wektoréw vy, vs, . .., v,, € V, bedzie bazg I97'V. Poniewaz 971V jest podprze-
strzenig 1972V oraz dim [972V = n; + ny, to istnieja wektory vn, 11, Un,12; -« - Unytngs
dla ktérych uktad (vi,vs,...,Un,4n,) jest baza I972V. Kontynuujac opisang procedure,
znajdujemy baze B = (v, vs,...,v,) przestrzeni V taka, ze dla kazdej liczby naturalnej
i€{1,2,...,q— 1} uktad (vi,v, ..., Un,tnot..4n,) jest bazg [17V.

Wezmy dowolng macierz Y, ktora nalezy do podalgebry A. Niech ¢: V' — V bedzie
przeksztalceniem liniowym, ktérego macierza przeksztatcenia w bazach standardowych
przestrzeni V jest Y. Poniewaz I jest ideatem, to Y (I77'V) C A(I97'V) C 971V Uktad
(v1, V9, ...,y ) jest baza I77'V, wigc dla kazdej liczby ¢ € {1,2,...,n,} istnieja wspol-
czynniki yi4, Y2i, - .., Yn,,i € K takie, ze

©(v;) = Yv; = y1v1 + Yo + ...+ Yny,iUn, - (1.0.8)
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Podobnie Y (I772V) C [972V oraz uklad (vi,vs,. .., Un,4n,) jest baza [972V. Zatem dla
kazdego j € {n1 4+ 1,n1 4+ 2,...,n1 + ny} istnieja wspéltczynniki yi;, y2j, - - -, Ynytnaj € K
takie, ze

p(vj) = Yv; = y101 + Y202 + -+ Unitno jUnima- (1.0.9)

Postepujac analogicznie z kolejnymi wektorami bazy B, znajdujemy wspoétczynniki
Yl ni4+na+1s Y2n14na+1s - -+ s Yni+no+nz,ni+ne+1 Yl ng+no+25 - - - - - - sYins Yony - -+ s Ynn S K7

ktore spetniaja rownosci analogiczne do (1.0.8) oraz (1.0.9). Stad macierz M (p)5 (macierz

przeksztalcenia ¢ w bazie B) jest réwna

Yin - Yimg Y1,ni+1 . Y1,N» S Y1,Ng_1+1 . Y1,N,
Yni,l -+ Ynim Yni,ni+1 o Yn1,No cee Yn1,Ny—1+1 cee Yn1,N,
yn1+1,n1+1 e yn1+1,N2 LR yn1+1,Nq,1+1 LIRS ynl—l—l,Nq
)
YNy nqi+1 cee YNs,No v YN ,Ng_1+1 B YNa, Ny
YNg 1+1,Ng1+1 -+ YN, 141,N,
YNg,Ng_1+1 e YNy, Ny
gdzie N; = ny +ng+ ... +n; dlai € {2,3...,¢q} oraz niezapisane wyrazy macierzy sa

zerami. Macierz ME () nalezy do zbioru (1.0.6). Ze wzoru na zamiang bazy
Mg () = Mg (id) - Mg () - My (id) = Mg (id) - Y - Mg (id),

gdzie F jest baza standardowa przestrzeni V. Z tego, ze Y jest dowolng macierza A oraz
7 ostatniej réwnosci wynika, ze (ME(id))™' - A - ME(id) zawiera si¢ w zbiorze (1.0.6).

Pozostalo sprawdzié, ze sprzezenie macierza przejécia M5 (id) kazdego elementu ideatu
I jest macierzg blokowa z zerowymi blokami na przekatnej. Aby to zrobi¢, postapimy
analogicznie jak w poprzednim akapicie. Wezmy dowolng macierz Z nalezaca do ideatu 1.
Niech ¢: V' — V bedzie przeksztatceniem liniowym takim, ze ME(¢) = Z. Poniewaz [? =
{0,}, to Z(I97'V) C I(I97'V) = {0,}. Zatem dla kazdego ¢ € {1,2,...,n;} spelniona
jest réwno$¢ ¥ (v;) = Zv; = 0. Nastepnie z zawierania Z(1772V) C I[(I172V) = [17'V dla
kazdej liczby j € {n1+1,n1+2,...,n1+no} istniejg wspotezynniki 215, 295, ..., 2n, j € K
takie, ze

¢(Uj) = ZUj = 2101 + 22;U2 + ..+ Zn1,jUn;g - (1010)

Podobnie znajdujemy wspotczynniki

Zl,n1+n2+17 ZQ,n1+n2+17 ceey Zn1+n2,n1+n2+1a Zl,n1+n2+2a <y R1ny R2ny - - - 7Zn1+n2+...+nq71,n S Ka
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ktore spetniaja réwnosé analogiczna do (1.0.10). Stad wynika, ze macierz M5 (1)) jest

rowna
0...0 21n1+1 -+ R1,Ny Z21,Na+1 <+« Z1,N3 N Zl,Nq,1+1 . ZLN[I
0...0 Rnimni+l "7 Zny,Na Zng,Na+1 *°° Zni,N3 -+ Zni,Ngai+1 -+ Znp,N,
0 - 0 Zni+1,Np+1 -+« Zni+1,N3 - -+ Zni+1L,Ng 141 -+ Zni+1,N,
0 0 ZNy,No+1 -+ ZNy,N3 --- ZN27Nq71+1 ZNQ,Nq
)
ZNg—o+1,Ng_1+1 « -+ ZNg_o+1,Ng
Zqul,Nq,l—i—l e Zqul,Nq
0 .. 0
0 . 0
gdzie jak wczesniej N; = ny +ng+ ...+ n; dlai € {2,3...,¢} i niezaznaczone wyrazy

ponizej diagonalnych blokéw sg zerowe. Poniewaz
M () = Mg (id) - Mg (¢) - M (id) = (M (id)) ™" - Z - Mg (id),

to otrzymujemy, ze sprzezenie Z macierza ME(id) ma zerowe diagonalne bloki. Dow6d

zostal zakonczony. O]
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Rozdziat 2

Przemienne podalgebry algebry

macierzy

W tym rozdziale przedstawimy podstawowe wyniki dotyczace przemiennych podalgebr
M,,(K). Zaczniemy od podania rezultatéw Schura i Jacobsona dotyczacych przemiennych
podalgebr M,,(K) maksymalnych wymiaréw. Uzupelnimy twierdzenie udowodnione przez
Jacobsona o pominigte wczesniej rozwazania na temat podalgebr My(K) oraz Ms(K)
przy zalozeniu, ze cialo K jest algebraicznie domkniete. Nastepnie podamy przyktady
maksymalnych przemiennych podalgebr M,,(K), ktére nie maja maksymalnego wymiaru
oraz wyznaczymy najmniejszy wymiar maksymalnej przemiennej podalgebry A algebry
M, (K), dla ktérej J(A)* = {0,}.

Przez przemienne podalgebry M, (K) maksymalnych wymiaréw rozumiemy te alge-
bry, ktére sposrdéd wszystkich przemiennych podalgebr M, (K) maja najwiekszy wymiar.
Natomiast przez maksymalne przemienne podalgebry M, (K) rozumiemy algebry, ktére
wéréd wszystkich przemiennych podalgebr M, (K) sa maksymalne wzgledem relacji za-
wierania. Analogiczne okreslenia bedziemy stosowaé¢ w kolejnych rozdziatach do innych
klas podalgebr M,,(K).

2.1 Przemienne podalgebry algebry M, (K) maksy-

malnych wymiaréw

Klasyczny wynik dotyczacy wymiaru przemiennych podalgebr algebry macierzy M,,(K)
jest nastepujacy.

Twierdzenie 2.1.1. Dla dowolnego ciata K i dowolnej liczby naturalnej n maksymalny
wymiar przemiennej podalgebry algebry M, (K) jest réwny 1+ {%QJ , gdzie | | oznacza czesé

catkowitq liczby rzeczywistey.

Powyzsze twierdzenie nazywane jest twierdzeniem Schura, ktéry udowodnit je w [41]
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przy dodatkowym zalozeniu, ze cialo K jest algebraicznie domknigte. W artykule [22]

Jacobson uog6lnit wynik Schura na dowolne ciato.

Przyktad 2.1.2. Podalgebrami przemiennymi algebry M,,(K) wymiaru 1 + {”;J sa;:

CHK) =K, (2.1.1)
gdy n =1,
CHK)=KI, + 0c | M, (K) , (2.1.2)
" 0y 0y
gdy liczba n jest parzysta, rowna 2¢ dla pewnej liczby naturalnej ¢,
CLK) = KT, + [~ | Micgen (K) (2.1.3)
Oes1)xt | Op 41
lub
C2(K) = KT, + |21 M () : (2.1.4)
Orx(e+1) | O¢
gdy liczba n > 3 jest nieparzysta, réwna 2¢ + 1 dla pewnej liczby naturalnej /.
Dla przykladu algebry C3(K), C3(K) oraz C3(K) sa réwne odpowiednio
0 b a b c a 0 b
{(0 a):a,bEK}, 0 a 0 |:a,bce K, 0 a ¢ |:a,bceK
0 0 a 0 0 a

W algebrach okreslonych wzorami (2.1.2) — (2.1.4) iloczyny dwoch dowolnych macie-
rzy, ktore maja zerowe wyrazy na gtéwnej przekatnej, sa rowne 0,,. Zatem algebry te sa
przemienne. 7 tego samego powodu dowolny izomorfizm liniowy, ktory dziata tozsamo-
$ciowo na macierzach skalarnych, ustala izomorfizm algebr C!(K) i C?(K) dla dowolnej
liczby nieparzystej n wigkszej lub rownej 3.

Ponizej przedstawimy twierdzenie Jacobsona, w sformutowaniu ktérego wystepuja
podalgebry z Przyktadu 2.1.2. Definicje ciata doskonalego, pojawiajacego sie w tym twier-
dzeniu, mozemy znalez¢ na przyktad w [48, Definition 3.2.5]. Wynika z niej, ze kazde ciato

algebraicznie domkniete jest doskonate.

Twierdzenie 2.1.3 ([22], Theorem 3). Niech A bedzie przemienng podalgebrg M, (K)
maksymalnego wymiaru, gdzie K jest ciatem doskonatym lub K jest ciatem charakterystyki
roznej od 2, a n > 3. Wtedy jesli liczba n jest parzysta, to A jest sprzezona z podalgebrg
CHK), a jesli liczba n jest nieparzysta, to A jest sprzezona z CL(K) lub C2(K).

Co wiecej, Jacobson pokazal, ze dla dowolnej liczby nieparzystej n réznej od 11 3
podalgebry C!(K) i C?(K) nie sa sprzezone. Przedstawiony przez niego argument jest
takze prawdziwy dla n = 3. We Wniosku 4.1.2 podamy inne uzasadnienie tego rezultatu.

Tezy Twierdzenia 2.1.3 nie mozna rozszerzy¢ na przypadek, gdy n = 2 lub n = 3.
Jest to zwigzane z tym, ze jedynie dla takich liczb n istnieja przemienne podalgebry
M,,(K) maksymalnego wymiaru, ktére rozkladaja sie na sume prosta algebr (patrz Defi-
nicja 1.0.10).
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Lemat 2.1.4. Niech A bedzie podalgebrg algebry M,(K), ktéra rozklada sie na sume
prostg algebr Ay & Ay. Wiedy A jest sprzezona z algebrg w postaci blokowej

All 0n1 Xng
OTLQ Xni AIQ ’

gdzie A} i A, sq podalgebrami odpowiednio M, (K) i M,,(K), natomiast ny i ny sq
liczbami naturalnymi takimi, Ze ny+ng = n. Co wiecej, algebry A; oraz A, sq izomorficzne
dlat=1,2.

Dowad. Jesli algebra A rozklada sie na sume prostg algebr A; @ Ay, to z Uwagi 1.0.11
jedynki algebr A; i A, sa idempotentami centralnymi. Co wiecej, jesli e jest jedynka
algebry A;, to (I, — e) jest jedynka algebry A,.

W Przyktadzie 1.0.14 pokazalismy, ze idempotent e jest sprzezony z macierza

< [nl 0n1><(n7n1) >
O(nfnl)xnl Onfnl 7

gdzie ny jest pewng liczba naturalna. Istnieje wiec macierz odwracalna X € M, (K) taka,

X_leX _ ( Inl 0n1><(n—n1) > )

O(n—nl)xnl On—n1

ze

Oznaczmy n —n, przez ny. Poniewaz e jest jedynkg algebry Ay, to dla dowolnego a; € A,
X 1o X = X teareX = (X TeX) (X 'ay X)(X teX)
— ( ]nl On1><n2 )XlalX ( ]n1 0n1><n2 ) C ( Mn1 (K) Onlxnz )
0 C )

0n2 Xni OTLQ ng Xni 0n2 Onz Xni Ong

Podobnie dla dowolnego ay € A,

0 0
—1 C n1 n1Xng )
X a2X N ( Oann1 an(K) )

Zatem z rozktadu algebry A na sume prosta algebr A; & A, wynika, ze

_ A, 0
X IAX — 1 niXng 7
( 0n2 Xni A/Q >

gdzie A] jest podalgebra M,,, (K) utworzona z macierzy n; X ny, ktérych wyrazy znajduja
sie w pierwszych n; wierszach i n; kolumnach macierzy nalezacych do algebry X 14, X,
natomiast A} jest podalgebra M,,,(K') zdefiniowana w podobny sposob. Z okreslenia alge-
bry A} wynika, ze jest ona izomorficzna z algebra X '.4; X. Stad dostajemy izomorfizm
algebr A i A;. Podobnie uzasadniamy, ze algebry A} i A, sa izomorficzne. To konczy
dowdd. O

Stwierdzenie 2.1.5. Niech A bedzie przemienng podalgebrq algebry M, (K) maksymal-
nego wymiaru, ktora rozklada sie na sume prostq algebr. Wtedy n € {2, 3}.
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Dowdd. Zatézmy, ze A jest przemienna podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru, ktora
rozktada sie na sume prosta algebr. Wtedy z Lematu 2.1.4 wynika, ze podalgebra A jest
sprzezona z podalgebra A’ w postaci blokowej

All 0n1 Xng
On1 XNy -’4/2 ’

gdzie A} i A), sa podalgebrami odpowiednio M, (K) i M,,(K), a ny i ny sa liczbami
naturalnymi takimi, ze ny + ny = n. Poniewaz A jest przemienng podalgebra M, (K)
maksymalnego wymiaru, to jej sprzezenie A’ tez ma te wlasnosci. Zatem rowniez A} i A)
sq przemiennymi podalgebrami odpowiednio M,,, (K') i M,,, (K') maksymalnych wymiaréw.
Z Twierdzenia Schura (Twierdzenie 2.1.1) wynika, ze

2
Ty

2 2
1+ V;J =dimA = dim A" = dim A} + dim A, =1 + VZJ +1+ {4J (2.1.5)
n2

(n1+n2)?  ning nine
<241y _o - =9 -
Set Tty + 4 2 T 2

Jesli przynajmniej jedna z liczb nq, ng jest wigksza lub réwna 4, to z ostatniej nierownosci

otrzymujemy
2 2

I R R
4| T 47

co jest niemozliwe. Natomiast, gdy (n1,n2) € {(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}, to
rownosé (2.1.5) nie zachodzi. Stad wynika, ze n € {2,3}. Istotnie, dla dowolnej liczby

naturalnej n > 4 w zapisie n = ny+ny liczby ny, no spetniaja jeden z ponizszych warunkow:
— ny =4 lub ny > 4,
— (m,ma) €{(1,3), (2,2),(2,3), (3, 1), (3,2), (3,3)},

ktore powyzej wykluczyliSmy. Dowdd zostal zakonczony. O

Z twierdzenia Schura wynika, ze maksymalny wymiar przemiennej podalgebry My (K)

jest rowny 2, a maksymalny wymiar przemiennej podalgebry Ms(K) jest rowny 3. Zatem

K0 K 0 0
0 K | 0 K 0
0 0 K

sa przykladami przemiennych podalgebr odpowiednio My(K) i M3(K) maksymalnych
wymiarow, ktore rozktadaja sie na sume prosta algebr.

W dowodzie ponizszego lematu uzyjemy argumentéw z dowodu [45, Proposition 10].

Lemat 2.1.6. Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym oraz niech A bedzie prze-
mienng podalgebrg algebry M, (K), ktora nie rozklada sie na sume prostq algebr. Wtedy
A jest sumq prostq podprzestrzeni liniowych K1, ® J(A).
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Dowdéd. Poniewaz A jest przemienng algebrg skonczonego wymiaru oraz K jest cialem

algebraicznie domknietym, to z twierdzenia Artina—Wedderburna wynika, ze

A/J(A) ~ K1 X Ky X ... x Ky,

gdzie t jest pewna liczbg naturalng oraz K; = Ky = ... = K; = K. Pokazemy, ze t = 1.
Zatozmy przeciwnie. Radykat Jacobsona algebry skonczenie wymiarowej jest najwigkszym
ideatem nilpotentnym. Zatem z Twierdzenia 1.0.13 istnieje idempotent f € A taki, ze
jego obraz przy naturalnym homomorfizmie na algebre ilorazowa A/J(A) odpowiada
idempotentowi (1,0,0,...,0). Co wiecej, idempotent f jest centralny, poniewaz algebra
A jest przemienna. W takim razie z Uwagi 1.0.11 algebra A rozktada si¢ na sume prosta
algebr. Otrzymana sprzeczno$é¢ pokazuje, ze A/J(A) ~ K.

Poniewaz J(.A) jest przecieciem wszystkich maksymalnych ideatéw lewostronnych alge-
bry A, to I, & J(A), wiec KI,NJ(A) = {0,}. Zatem wymiar sumy prostej podprzestrzeni
liniowych K1, ® J(A) jest rowny

1+ dim J(A) = dim A/J(A) + dim J(A) = dim A.
Stad A jest suma prosta podprzestrzeni liniowych K1, & J(A), co koficzy dowdd. O]

Wniosek 2.1.7. Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym oraz niech A bedzie
przemienna podalgebra algebry M, (K), ktéra nie rozktada sie na sume prosta algebr.
Wtedy istnieje macierz odwracalna X € M, (K) taka, ze X ' AX C U*(K).

Dowdéd. Na mocy Twierdzenia 1.0.16 algebra A jest triangularyzowalna. Istnieje wiec
macierz odwracalna X € M,,(K) taka, ze X ' AX C U, (K). Poniewaz radykal Jacobsona
algebry skonczenie wymiarowej jest najwickszym ideatem nilpotentnym, to X 1J(A)X

jest idealem nilpotentnym algebry X ' AX. Stad wynika, ze

0 K K ... K
00 K .. K
XTJAXC] s o (2.1.6)
0... 0 0 K
0 ... 0 0 0

Istotnie, macierze gornotrojkatne z niezerowym elementem na gtoéwnej przekatnej nie sg
nilpotentne. Z zawierania (2.1.6), réwnosci X 'K I, X = K1, oraz rozktadu algebry A na
sume prosta podprzestrzeni K1, @ J(A) (otrzymanego w poprzednim lemacie) wynika,

ze X TAX C UX(K). To koficzy dowdd. O
Stwierdzenie 2.1.8. Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym i niech A bedzie
przemienng podalgebrg algebry M, (K) maksymalnego wymiaru, gdzie n € {2,3}. Wtedy
A jest sprzezona z jedng z nastepujgcych algebr:

0 0 0 K

0 K
O;(K):KI2+<O K), O§(K)=<K 0), C3(K)=KIz3+| 0 0
0 0

K
0
0
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00 K 010 00 K

C3HK)=KIt+|[ 00 K |, C3(K)=KI+K| 00 1|+]00 0
00 0 00 0 00 0
100 0 K 0 K 0 0

C3(K)=K|010|+]l0 0 0], C3K)=| 0 K 0
000 0 0 K 0 0 K

Dowod. Rozpatrzymy dwa wykluczajace sie przypadki, dotyczace mozliwosci roztozenia
rozwazanej algebry na sume prosta wtasciwych podalgebr.

Najpierw zalozmy, ze algebra A nie rozktada si¢ na sume prostg algebr. Wtedy na
mocy Wniosku 2.1.7 algebra A jest sprzezona z pewna podalgebra C' algebry U’ (K).

Dla n = 2, algebra C' jest rowna

CHEK) = KI, + ( 8 [0( ) : (2.1.7)
0 0 =z
Jesli n = 3, to dla dowolnego elementu z € K macierz 0 0 O | jest przemienna
000
z kazda macierza nalezaca do Uj(K). Stad wynika, ze
0 0 K
00 0 |CC.
00 O

Z twierdzenia Schura maksymalny wymiar przemiennej podalgebry M3(K) jest réwny 3.

Zatem istniejg elementy «, 8 € K nie bedace jednoczesnie zerami takie, ze macierze
100 0 a 0 0 01
0101, 00 g |, 0 00
0 01 0 0 0 0 00

sg bazowe dla algebry C' jako przestrzeni liniowej. Mozemy wiec zapisac

r oy z
C= 0 =z By |:z,y,2€ K
0 0 =

Jesli a # 0, a 3 =0, to algebra C' jest réwna

0 K K
Cy(K)=KI;+|[ 0 0 0 (2.1.8)
0 0 O
Dla a =01 # 0, algebra C jest rowna
00 K
C3K)=KI+| 0 0 K (2.1.9)
00 O
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W ostatnim przypadku, gdy o £ 01 8 # 0, algebra C' jest sprzezona z

010 0 0 K
C3(K)=KI3+K| 00 1|+]00 0 |. (2.1.10)
000 0 0 O
Wynika to z réwnosci
at 00 r ooy 2z a 0 0 r oy o tzB7t
0 1 0 0 = Py 01 0 =10 «x Y
0 0 p 0 0 = 0 0 g1 0 0 x

Zalézmy teraz, ze algebra A rozklada sie na sume prostg podalgebr. Wtedy z Lematu
2.1.4 algebra A jest sprzezona z podalgebrg C” w postaci blokowej

Al Oox(n—g)
O—tyxe  Aj ’

gdzie A i A, sa przemiennymi podalgebrami odpowiednio My(K) i M,,_,(K), a £ jest
pewna liczba naturalna. Poniewaz A jest przemienna podalgebra M, (K) maksymalnego
wymiaru, to takze A i A} maja maksymalne mozliwe wymiary. Gdy n = 2, to algebra

C’ jest rowna algebrze
, K 0
C5(K) = o K | (2.1.11)

Aby zakonczy¢ dowdd, rozwazmy przypadek, gdy n = 3. Z udowodnionej czesci twier-
dzenia wynika, ze wystarczy rozpatrzy¢ sytuacje, w ktorej A, A, € {K,C5(K),C3(K)}.
Jesli A = C3(K) i1 Ay = K lub A} = K i A, = C3(K), to algebra C’ jest réwna

odpowiednio

z y 0 z 0 0
A = 0z 0 |:x,y,2z€e K lub A, = 0y z |:2,y,2€ K
0 0 = 0 0 vy
010
Algebry A; i Ay sg ze sobg sprzezone, poniewaz dla macierzy Z =] 0 0 1 | zachodzi
100
réownosé Z 1A Z = Ay. Zatem w tym przypadku algebra C’ jest sprzezona z
z y 0
C3(K) =M\, = 0 2z 0 |:z,y,2€ K. (2.1.12)
0 0 =z

Jesli Ay = C3(K)i Ay, =K lub A] = K i A, = C3(K), to algebra C’ jest réwna

K 0 0
C3K)=| 0 K 0 |. (2.1.13)
0 0 K

Pokazalidémy, ze algebra A jest sprzezona z jedna z podalgebr okreslonych wzorami
(2.1.7)—(2.1.13). To konczy dowdd, poniewaz wymienione podalgebry pokrywaja sie z pod-

algebrami podanymi w stwierdzeniu. O]
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Wéréd algebr C3(K), C3(K), C3(K), C3(K), C3(K), C4(K) oraz C3(K) tylko C3(K)
i C2(K) sa izomorficzne. Jednak jak wezesniej odnotowali$my, nie sg one sprzezone. Zatem

Twierdzenie 2.1.3 i Stwierdzenie 2.1.8 mozemy podsumowaé nastepujaco:

Wniosek 2.1.9. Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym, natomiast A niech
bedzie przemienng podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru. Wtedy A jest sprzezona
z doktadnie jedna z algebr C! (K), gdzie

o t =1, jesli n jest liczbg parzysta wieksza lub réwna 4 albo, gdy n = 1,
o ¢t € {1,2}, jedli n jest liczba nieparzysta wieksza lub réwna 5 albo, gdy n = 2,
o t €{1,2,3,4,5}, jesli n = 3.

Zatem zadna para réznych algebr C!(K) nie jest sprzezona. Co wiecej, izomorficzne sg

jedynie algebry C}(K) i C%(K), gdy n jest liczba nieparzysta wicksza lub réwna 3.

Bez dodatkowego zalozenia o ciele Stwierdzenie 2.1.8 nie jest prawdziwe. Na przyktad

(5 ) e

jest przemienng podalgebra My(R) maksymalnego wymiaru. W Przyktadzie 1.0.4 poka-
zalismy, ze A i C jako algebry nad ciatem R sg izomorficzne. Stad wynika, ze algebra A
nie jest ona sprzezona z C; (R) ani C3(R).

Dla dowolnej liczby pierwszej p podobnie mozemy okresli¢ przemienna podalgebre

{( Z l;b ) ta,b e Q} algebry My(Q). Z [34, Exercise 3b), s. 13] wynika, ze tak okre-

Slone algebry dla réznych liczb pierwszych nie sg izomorficzne. To pokazuje, ze istnieje
nieskoriczenie wiele przemiennych podalgebr My (Q) maksymalnych wymiaréw, ktére nie

sg izomorficzne.

2.2 Maksymalne przemienne podalgebry algebry M, (K)

Ten podrozdzial dotyczy maksymalnych przemiennych podalgebr M, (K). Zaczniemy go

od podania przyktadow, ktore wykorzystamy w dalszej czesci.

Przyktad 2.2.1. Niech K bedzie dowolnym cialem oraz n niech bedzie dowolng liczba

naturalng. Uzasadnimy, ze

n—1 razy
K 0 ... 0
A = 0 K oraz Ay =KI, + ( Oy Maycna (K) ) ;
0 0n2><111 O’nz
0 0 K
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gdzie ny i ny sg dowolnymi liczbami naturalnymi spelniajgcymi réwnos$é ny + ny = n,
sa maksymalnymi przemiennymi podalgebrami algebry M,,(K). Poniewaz A; oraz A, sa
przemiennymi podalgebrami M, (K), to zostaje do pokazania ich maksymalnos$é. Aby to
zrobi¢, wystarczy sprawdzi¢, ze dowolna macierz
Ti1 ... T1ip
X=| 1+ . 1 | €Mu(K),
Tpl -+ Tpp
ktora jest przemienna ze wszystkimi macierzami rozpatrywanej podalgebry, nalezy do tej
podalgebry.
Zal6ézmy najpierw, ze macierz X jest przemienna z kazdg macierzg nalezaca do algebry
A;. Niech ¢ bedzie dowolna liczba ze zbioru {1,2,...,n}. Poniewaz macierz e; nalezy do

algebry Ay, to iloczyny

O ... 0 ... O

0O ... 0 ... 0 R
eiiX: Tit - Ty .. Tin oraz Xem': 0O ... 0 Tii 0 0

O ... 0 ... O e :

: o SR O ... 0 z,; O 0

0O ... 0 ... 0

sg rowne. Stad dla dowolnego indeksu j réznego od i spetnione sg réwnosci z;; = xj; =
0. Zatem z dowolnosci liczby ¢ wynika, ze macierz X ma niezerowe wyrazy jedynie na
gtéwnej przekatnej. To pokazuje, ze X € A;. Stad otrzymujemy, ze A; jest maksymalna
przemienna podalgebra M, (K).

Zaloézmy teraz, ze macierz X jest przemienna z kazdg macierza nalezaca do algebry

As. Zapiszmy ja w postaci blokowej < 5T > , gdzie

u w
S11 ... Sim ti1 ... tip,
S=| + . € M, (K), =1 - € My, xny (K),
Snidl -+ Snim il - oy
Uy .. Uiy, Wip .. Wi,
U= : : € M,un, (K), W= : : € M, (K).
Ung 1 -+ Upgny Wnyl -+ Wny oo

Poniewaz

OTLQ Xni Ong na2Xni OTLQ

( Oy MW"Q(K>>§AQ, to (00"1 T>6A2.

Macierz ( 0 Oy 0 ) jest przemienna z kazda macierzg algebry As, poniewaz algebra
n2 Xni ng

As jest przemienna. Zatem rowniez macierz

S Ousns Y _ (S T\ [ 0, T
u w \U W Onyxny Ong
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jest przemienna z kazdg macierzg algebry A,. Stad i z faktu, ze dla kazdej liczby i €

{1,2,...,ny} element e; ,,, ; nalezy do Ay, otrzymujemy

e . S Onl Xng — S 0n1 Xng e )
Ini+e U W U W IR A

co daje
ni+i—1 razy
Uip Uiz oo Ujpy; Wi .. Wi oo Win, 0O ... 0 S11 0O ... 0
0O 0 ... O o ... 0 ... 0 Dol : :
: : - : T : 10 ... 0 s,,0 0 ... 0
0O 0 ... O O ... 0 ... 0 0 ... 0 up1 0 ... 0
Z powyzszej réwnosci wynika, ze u;; = 0 dla kazdego j € {1,2,...,n1}, wi = 0 dla kaz-

dego k € {1,2,...,n2} \ {i} oraz wy; = s11. Zatem z dowolnosci indeksu i € {1,2,...,ns}
dostajemy rownosci U = Opyxn, 0raz W = s111,, = wi1l,,.

Zatézmy teraz, ze j jest dowolna liczba ze zbioru {1,2,...,n,}. Poniewaz element
ejn,+1 nalezy do algebry A, oraz pokazaliSmy, ze U = 0,,,x,,, to podobnie jak wczesniej

uzasadniamy, ze iloczyny

e S 1 xm2 oraz S 172 e ni+
jmi+1 " W €5 1
o Ong Xni O’nz Xni [[ s

sg réwne. Stad otrzymujemy, ze

ni razy
O ... 0 0 ... 0 0O ... 0 s5; 0 ...0
0 ... 0 0 ce 0 0 0 Sj—1,5 0 0
Jtywiersz — | 0 ... 0 wy ... Wig 0 ... 0 s; 0 ...0
O ... 0 0 ... 0 = :
0 0 sp; O 0
0 0 0 0 O ... 0 0 O 0
O ... 0 0 ... 0 O ... 0 0 0 ...0
Zatem z dowolnosci liczby 7 € {1,2,...,n;} dostajemy réwnos$¢ S = wiq 1y, .

Podsumowujac, w dwoch powyzszych akapitach pokazalismy, ze S = w11, U =
Onyxnys W =wi11,,. Z blokowego przedstawienia macierzy X wynika wiec, ze nalezy ona
do algebry A,. Zatem A, jest maksymalng przemienng podalgebra M, (K).

Pokazemy, ze badanie wymiaru maksymalnej przemiennej podalgebry M,,(K) mozemy
ograniczy¢ do algebraicznie domknietych cial K. W tym celu zastosujemy iloczyn tenso-

rowy. Doktadne wyjasnienie tej konstrukeji wraz z przyktadami jest podane na przyktad

w Rozdziale 4 ksiazki [10].
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Dowdd nastepnego lematu bazuje na dowodzie ogdlniejszego wyniku przedstawionego
w [10, Proposition 4.31].

Lemat 2.2.2. Niech A bedzie maksymalng przemienng podalgebrg M, (K). Wtedy AR K,
gdzie K jest algebraicznym domknieciem ciala K, jest maksymalng przemienng podalgebrg
algebry M, (K) @k K.

Dowéd. Dla dowolnych tensoréw prostych a; @ 3; i as ® fo algebry A @ g K mamy
(a1 ® Bi)(az ® Bo) = a1a2 ® 1Pz, (a2 ® B2)(a1 @ B1) = azar ® By

(przez [10, Lemma 4.19] powyzZsze mnozenie jest dobrze okreslone). Poniewaz podalgebra
A jest przemienna i mnozenie w ciele jest przemienne, to iloczyny (a1 ® (3;)(as ® [32) oraz
(as ® (2)(a; @ B1) sa réwne. Zatem A Qg K jest przemienng podalgebra M, (K) @ K.
Pokazemy teraz, ze A @ K jest maksymalng przemienng podalgebra M, (K) @k K.
Aby to zrobi¢, wystarczy wykazaé, ze dowolny element z € M, (K) @k K, ktoéry jest
przemienny z kazdym elementem A ®p K, nalezy do A ®x K. Niech Fy, Fs, ..., F,»
beda macierzami, ktore tworza baze M, (K) jako przestrzeni liniowej nad K i niech J
bedzie zbiorem indekséow takim, ze wektory nalezace do {v; : j € J} tworza baze K
jako przestrzeni liniowej nad K. Wtedy F; ®v; dlai € {1,2,...,n%}, j € J sa wektorami
bazowymi M,,(K)®x K jako przestrzeni liniowej nad K (patrz [10, Theorem 4.12]). Zatem
x jest kombinacjg liniowg ze wspolczynnikami w ciele K wektoréw F; ® 7;. Mozemy ja

zapisa¢ w postaci
> X;®7; (2.2.1)

jed

dla pewnych X; € M, (K), bo dla dowolnych indekséw i,k € {1,2,...,n?}, j € J oraz
wspOtezynnikéw a5, o; € K spetniona jest rownoscé

aij (F; @ ;) + awj (Fx @ 75) = (i By + i i) @ ;.
Poniewaz x jest przemienny z kazdym elementem A® g K, to dla dowolnego a € A mamy

YaX;j@y =@ l)r=z@®1)=>Y X;a®";.

jed jed
Stad >;c;(aX; — Xja) ® v; = 0. Wektory v; sg liniowo niezalezne, wiec z [10, Lemma
4.10] aX; — Xja = 0 dla kazdego j € J. To pokazuje, ze kazdy element X; wystepujacy
w sumie (2.2.1) jest przemienny z a. Z dowolnosci a oraz z tego, ze A jest maksymalna

przemienng podalgebra M,,(K) wynika, ze X; € A dla kazdego j € J. Zatem = € AQk K,

co konczy dowdd. O

Algebra M,,(K) ®x K jest izomorficzna z M,,(K) (patrz [10, Example 4.22]). Ponadto,
wymiar algebry A jako przestrzeni liniowej nad K jest réwny wymiarowi algebry A®x K
jako przestrzeni liniowej nad K. Zatem z udowodnionego lematu wynika, ze do wyzna-

czenia najmniejszego wymiaru maksymalnej przemiennej podalgebry M, (K), mozemy
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zalozy¢, ze cialo K jest algebraicznie domknigte. Wymiar ten zgodnie z ograniczeniem
znalezionym przez Gustafsona w [20] i przykladami wskazanymi przez Laffey’a w [27]
jest rzedu ns. Okazuje sie, ze nakladajac na maksymalne przemienne podalgebry M, (K)
pewne dodatkowe warunki, otrzymamy klase, w ktérej kazda algebra ma wymiar wiekszy

lub rowny n.

Lemat 2.2.3. Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym. Niech A bedzie maksy-
malng przemienng podalgebrqg M, (K), ktéra nie rozklada sie na sume prostq algebr takg,
ze J(A)? ={0,}. Wtedy spelniony jest jeden z ponizszych warunkéw:

a)n=11i A=K,

b) n > 1 iistnieje macierz odwracalna X € M,(K) oraz liczby naturalne ny, ny, spel-

niajgce réwnosé ny + ny = n takie, ze algebra X "t AX jest réwna

Onl Mnl Xn2 (K> >

0n2 Xni OTL2

KI, + ( (2.2.2)
Dowdéd. Skorzystamy z Wniosku 2.1.6. Wynika z niego, ze A jest suma prosta podprze-
strzeni liniowych K1, oraz J(A).

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy ideal J(A) jest zerowy. Pokazemy, ze wtedy

n = 1. Przypu$émy przeciwnie. Wowczas

K 0 0
A1, c| Y

: .00

0O ... 0 K

Algebra, ktora w powyzszym wzorze wlasciwie zawiera algebre A, jest przemienna. Prze-
czy to temu, ze A jest maksymalna przemienng podalgebra M, (K). Pokazaliémy wiec, ze
w rozwazanym przypadku n = 1. Zatem spelniony jest warunek a) z lematu.

Zatézmy teraz, ze ideal J(A) jest niezerowy. Wtedy J(A) jest idealem nilpotentnym,
ktorego indeks nilpotentnosci jest rowny 2. Ze Stwierdzenia 1.0.20 oraz rozktadu algebry A
na sume prosta przestrzeni K I,, i J(A) wynika, ze istnieje macierz odwracalna X € M, (K)
oraz liczby naturalne n;,ne speliajace réwno$é n; + ny = n takie, ze X ' AX zawiera
si¢ w algebrze okreslonej wzorem (2.2.2). Poniewaz X ' AX jest maksymalng przemien-
ng podalgebra M, (K), natomiast algebra okreslona wzorem (2.2.2) jest przemienna, to
te dwie algebry sa rowne. Zatem pokazalidmy, ze w przypadku gdy J(A) jest ideatem

niezerowym, spelniony jest warunek b) z lematu. To konczy dowdd. ]

Uwaga 2.2.4. Niech A bedzie algebra z Lematu 2.2.3. Jesli n > 1, to na mocy tego
lematu istniejg liczby naturalne mnq,no spetliajace rownosé ny + no = n, dla ktoérych
dim A = 1+ nyns. Z wlasnosci funkcji kwadratowej wynika, ze niny = ny(n—mny) > n—1.

Zatem dim A > n. Jedlin =1, to A = K i nierownos¢ dim A > n jest takze spetniona.
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Wniosek 2.2.5. Niech A bedzie maksymalna przemienna podalgebra M, (K) taka, ze
J(A)? ={0,}. Wtedy dim A > n.

Dowad. Jezeli algebra A nie rozklada sie na sume prosta algebr, to wniosek jest trescia
Uwagi 2.2.4. Zalézmy wiec, ze A rozklada sie na sume prosta A; @ As, dla pewnych
podalgebr A;, A>. Wtedy na mocy Lematu 2.1.4 istniejg liczby naturalne ¢1, /5 spelniajace
rownos$¢ ¢ + ¢, = n i podalgebry A} C My, (K) oraz A, C My, (K) takie, ze algebra A

jest sprzezona z algebra
-’4/1 051 ><€2
. 2.2.3
( Ofgxnl AI2 ( )

Algebra A jest maksymalna przemienna podalgebra M, (K), wiec rowniez A i Aj sa
maksymalnymi przemiennymi podalgebrami odpowiednio My, (K') i My, (K). Powtarzajac
to rozumowanie, znajdujemy liczby naturalne ni,ns,...,n;, dla pewnego t, spetniajace

réwnanie ny + ng + ... + n; = n oraz maksymalne przemienne podalgebry A7 C M, (K)

dlai=1,2,...,t, ktore nie sg rozkladalne na sume prostg algebr takie, ze algebry A oraz
A/ll 0n1 Xng e 0n1 XNt
Ong Xni :
: T : Ont—l Xt
Ont><n1 ce OntXnt—l “’4;/

sq sprzezone. Co wiecej, z réwnosei J(A)? = {0, } wynika, ze radykat Jacobsona powyzszej
algebry jest ideatem zerowym lub jest idealem nilpotentnym o indeksie nilpotentnosci
réwnym 2. Zatem idealty J(AY)?, J(AY)?, ..., J(AY)? sa zerowe. W takim razie do kazdej

z algebr A, A7, ... A} mozemy zastosowa¢ Uwage 2.2.4. Stad otrzymujemy nieréwnosé

¢ ¢
dimA =) dimA! > n; =n,
i=1

i=1

ktora konczy dowdd. O]
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Rozdziat 3

D, podalgebry M, (K)

W tym rozdziale bedziemy badaé¢ maksymalne podalgebry algebr M,,(K) z tozsamoscia
wielomianowa
[z1, ][z2,92] - - - [24,94) = 0,

gdzie q jest dowolna liczba naturalna, wieksza lub réwng 2. Udowodnimy, ze dowolna taka
podalgebra A jest sprzezona z podalgebrag blokowo tréjkatna, ktorej diagonalne bloki sa
algebrami przemiennymi. Ponadto bedziemy badali sprzezenia w klasie takich podalgebr
i izomorfizmy w podobnie okreslonych klasach podalgebr blokowo tréjkatnych. Rozdziat
zakonczymy charakteryzacja podalgebr blokowo trojkatnych, ktore sa sprzezone z podal-

gebrami A algebry M,,(K) z tozsamoscig wielomianowa
[z1, yl[m, yo] - - - [, yg] = 0

maksymalnych wymiaréw.

3.1 Wprowadzenie i podstawowe definicje

W tym podrozdziale wprowadzimy definicje dotyczace algebr, ktére spetniaja tozsamosci
wielomianowa [z1, ya|[Ta, ¥o] . .. [24,y,] = 0, gdzie ¢ jest liczba naturalng oraz definicje

pewnych klas podalgebr algebry M, (K). Zilustrujemy je przyktadami.

Definicja 3.1.1. Niech ¢ bedzie dowolng liczbg naturalng. Algebre A z tozsamoscig wie-
lomianows [z1, y1][®a, ya] - .. [24, yy] = 0, ktéra dla ¢ > 1 nie jest algebra z tozsamoscia

(21, y1][@2, Yo] - - . [Tg-1,Yq—1] = 0, nazwiemy D, algebra.

7 definicji wynika, ze Dy algebry to doktadnie algebry przemienne. W kolejnych pod-
rozdziatach bedziemy badali podalgebry M,,(K), ktoére sa D, algebrami. Bedziemy je na-
zywaé D, podalgebrami M,,(K). Ze wzgledu na to, ze poprzedni rozdziatl dotyczyl prze-
miennych podalgebr M,,(K'), w rozwazaniach naszych zaktadamy, ze ¢ > 1.

Nazwa powyzej zdefiniowanej algebry pochodzi od nazwiska matematyka Matyasa

Domokosa. Pokazal on w [14], ze dla dowolnych liczb naturalnych n i ¢ takich, ze ¢ < n
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istniejg liczby naturalne nq, ng, ..., n, spelniajace rébwnanie ny +ng 4. .. +n, = n takie,

ze maksymalny wymiar D, podalgebry M,,(K) jest rowny

s (5-[2)

Przyktadem D,, podalgebry M, (K) jest algebra U, (K). Aby wskazaé przyktady D,
podalgebr M,,(K) dla ¢ < n, rozpatrzmy blokowo tréjkatne podalgebry M, (K).

Definicja 3.1.2. Dla liczb naturalnych g, ni, no, ..., n, takich, ze ¢ > 2 oraz n; + ng +
...+ ny = n, okreslmy blokowo trojkatna podalgebre M, (K)
A A o0 Ay

A A «4'2(1

, (3.1.2)
Aqq
gdzie
e A;; jest podalgebra M, (K) dla kazdego i € {1,2,...,q},
e A;j jest podprzestrzenig liniowg My, xn, (K) dla kazdych indekséw i, j spetniajacych
nierownosci 1 <17 < j < ¢,

e wszystkie inne wyrazy sa zerowe.

Wtedy powiemy, ze A jest podalgebra M, (K) ksztaltu (nq,ne,...,n,). Jedli dodatkowo
Aij = My, xn,; (K) dla 1 <@ < j < g, to A nazwiemy pelng podalgebra M, (K) ksztattu

(nl,ng, ce ,nq).

Przyklad 3.1.3. Rozpatrzmy nastepujace podalgebry My (K)

K|K|0 K K K|K K
0[K[0 0 K K|K K
A=l oo m Rl AT |0 0Kk &
0 0|K K 0 0K K

Wtedy A; jest podalgebra My(K) ksztattu (1,1,2), ktorej bloki A3 i Asz sa podprze-
strzeniami liniowymi Mgy (K) réznymi od tej przestrzeni. Nie jest ona pelna podalgebra
My(K) ksztattu (1,1, 2). Natomiast Ay jest pelna podalgebra M, (K) ksztaltu (2, 2).

Zapisujac algebre w postaci (3.1.2) rozumiemy, ze

A11 A12 R Alq
O Ay .. A

A: '2X1 _22 . '261 AUGAwdla1<Z<j<q
anxnl cee anan,1 Aqq

Ponizsza definicja zwigzana jest z sytuacjami, w ktérych rozwazana algebra A nie jest
podalgebra M,,(K) ksztaltu (ny, ng,...,n,), ale zawiera sie w petnej podalgebrze M, (K)

ksztaltu (n1, no,...,n,).
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Definicja 3.1.4. Niech A bedzie podalgebra M, (K) zawarta w petnej podalgebrze M, (K)
ksztaltu (ny,ng,...,n,). Dla dowolnego i € {1,2,..., ¢} okreslmy

All Ali Alq
A = A €M, (K) : Ay ... Ay | €A}, (3.1.3)
A

Wtedy A;; jest podalgebra M,,.(K), jednak nie zawsze

0n1 e On1 X701 0n1 X1 0n1 XTi41 e 0n1 XNg
Oni—l 07%‘71 Xn; Onifl xngp1 Oni71 XNg
A Onixnipn o Ongxn, | € A (3.1.4)
Oni+1 T 0m+1 Xng
0,

q

Zilustrujemy to na przyktadzie, ktory jest jest zwiazany z twierdzeniem [32, Theorem 2.1].

Wspomniane twierdzenie przedstawimy w podrozdziale 5.2.

Przyktad 3.1.5. Okreslmy podalgebre Ug(K)

a b cle f g|t u v
0 a d|0 e h|0 t w
0 0 al0O 0 e|0 O ¢
00 Ola b c|lp q r
A= 00 0[{0 a d|0 p s||:abcde f,ghpqrstuv,wekK
00 0[O0 0 al0O 0 p
000O0O0 O Oja b c
000 O0O0O0]0 ad
000O0O0O0[0 0 a

Tak okreslona algebra zawiera sie w pelnej podalgebrze Mg (K') ksztaltu (3,3, 3). Dowolna

macierz X nalezacag do A mozemy zapisa¢ w postaci blokowo trdjkatne;

X X Xig
03 X1 Xos |,
03 03 Xi

dla pewnych macierzy X;; € Uj(K), 1 < i < j < 3. Zgodnie z wprowadzona definicja
mamy Ay = Ay = Azz = U3(K), jednak dla zadnego z i € {1,2,3} nie jest spelnione

zawieranie (3.1.4).
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Uwaga 3.1.6. Niech A bedzie podalgebra M, (K') ksztattu (nq, ne, . .., n,) okreslong wzo-
rem (3.1.2), dla ktérej Ayp, Asg, ..., Ay, bedace diagonalnymi blokami A sg algebrami
przemiennymi. Wtedy dla dowolnych X,Y € A mamy

0n1 ./412 ... Alq
[X,Y] € S . (3.1.5)
. .. Aqfl,q
Oppms -+ oo O,

Istotnie, dla dowolnego i € {1,2,...,¢q} w i-tym diagonalnym bloku macierzy [X,Y]
znajduje sie komutator pewnych macierzy nalezgcych do A;;. Jest on zerowy, poniewaz
algebra A;; jest przemienna. Stad iloczyn dowolnych ¢ komutatoréw takiej algebry A jest
zerowy. Jesli dodatkowo zatozymy, ze Ay = My, xn, (K) dla 1 <i < j < g, to z nastepnej
obserwacji bedziemy wiedzieli, ze iloczyn pewnych ¢ — 1 komutatorow algebry A jest

niezerowy. Zatem taka algebra A jest D, podalgebra M, (K).

Stwierdzenie 3.1.7. Niech A bedzie podalgebrq M, (K) ksztaltu (nq,ne,...,n,) z diago-
nalnymi blokami, ktore sq przemiennymi algebrami oraz blokami A;j = My, xn,(K) dla
1 <i<j<q. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej i € {1,2,...,q} oraz ideatu C4 (patrz
Definicja 1.0.17) zachodzi réwnosé

Onl . Onl Xn; MTL1 XMi41 (K) e Mnlan(K)

0

Ng—i+1XNg

Opysny - .. . . On,

Dowdd. Pokazemy, ze wzér jest prawdziwy dla ¢ = 1. To zakonczy dowdd, bo wtedy

postac ideatu CY dla dowolnego i > 1 wynika z formuly na mnozenie macierzy blokowych.
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Poniewaz kazdy z diagonalnych blokéw algebry A jest algebrg przemienna, to zawieranie

On1 menz(K) meng(K) menq(K)

0n2 anxns (K> T anan(K)
Ca C . . : (3.1.6)

an—l XNg (K)

0y,

q

wynika z Uwagi 3.1.6. Pokazemy przeciwne zawieranie. Niech j bedzie dowolna liczba

naturalng mniejszg lub réwng ¢ oraz niech macierze
Xj,j+1 S Mnj><”j+1 (K)7 Xj7j+2 € Mnj><ﬂj+2(K)v B qu S Mnjan(K)

beda dowolne. Rozpatrzmy macierz, ktérej j-ty diagonalny blok jest macierza jednostkowsa
I,,;, a pozostate wyrazy sa zerowe oraz macierz, ktérej bloki w miejscach (7, j+1), (7, j+2),

..., (4,q) sa réwne odpowiednio macierzom Xj 1, X, jt2, ...

j , Xjq, a pozostate wyrazy

sg zerowe. Tak okreslone macierze naleza do algebry A. Oznaczmy je przez

Ly, oraz On; | Xjjr1 oo Xjg
Wtedy
I, On, | Xjjr1 - Xjg | = On; | Xjgr1 - Xjg |,
On, | Xjjr1 - Xjg I, = 0y,
wiec
On, | Xjjr1 - Xjg | = I, , On, | Xjjr1 - Xjg € Cy.
Z dowolnosci liczby j, dowolnosci macierzy X i1, Xj 12, ..., Xjq oraz z tego, ze ideal

jest zamkniety na dodawanie, wynika postulowane zawieranie. To dowodzi twierdzenia dla

t = 1 oraz konczy dowdd. ]

Korzystajac z Uwagi 3.1.6 oraz z Stwierdzenia 3.1.7, mozemy okresli¢ nastepujace
klasy D, podalgebr M,,(K).
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Definicja 3.1.8. Niech A bedzie podalgebra M, (K') ksztaltu (ny,ns, ..., n,), ktora jest
zapisana w postaci blokowo trojkatnej (3.1.2). Powiemy, ze A jest:

1. D, podalgebra M, (K) ksztaltu (ni,no,...,n,) I typu, jesli A; jest maksymalng
przemienng podalgebra M, (K) dla kazdego i € {1,2,...,q} oraz A;; = My, xn, (K)

dla wszystkich liczb naturalnych i, j spetniajacych nieréwnosci 1 < i < j < g,

2. D, podalgebra M, (K) ksztaltu (nq,ng,...,n,) II typu, jesli A; jest przemien-
na podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru, réwnemu 1 + { J dla kazdego
i€ {1,2,...,q} oraz A;j; = My, xp, (K) dla wszystkich liczb naturalnych 4, j spel-

niajacych nieréwnosci 1 <7 < j < gq

W podrozdziale 3.2 pokazemy, ze A jest maksymalna D, podalgebra M, (K) wtedy
i tylko wtedy, gdy algebra A jest sprzezona z D, podalgebra M, (K) pewnego ksztattu
(n1,n9,...,ne) I typu.

Rozwazmy liczbe naturalng n i ustalmy ciag liczb naturalnych (nq,ns,...,n,), dla
ktérych ny +mng +. .. +n, = n. Rozpatrzmy wszystkie maksymalne D, podalgebry M,,(K)
sprzezone z pewna D, podalgebra M, (K) ksztaltu (ny,ns,...n,) I typu. Z takich pod-
algebr najwiekszy wymiar maja te, ktore sa sprzezone z pewna D, podalgebra M, (K)

ksztaltu (n1, no,...,n,) II typu. Wymiar ten jest réwny

R L P

1<i<j<q =1

B e

7, ostatniej rownos¢ oraz z wyniku Domokosa podanego na poczatku tego podrozdzia-
tu 1 zwigzanego z formulg (3.1.1) wynika, ze D, podalgebra M, (K) pewnego ksztaltu
(n1,ng,...,ng) Il typu jest D, podalgebra M,,(K) maksymalnego wymiaru. Motywuje to
wprowadzenie jeszcze jednej klasy D, podalgebr M,,(K).

Definicja 3.1.9. Niech A bedzie podalgebrg M, (K) ksztattu (ny,ne,...,n,) w posta-
ci blokowo tréjkatnej (3.1.2). Powiemy, ze A jest D, podalgebra M, (K) III typu, jesli
A jest D, podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru oraz A;; jest przemienng podal-
gebra M, (K) maksymalnego wymiaru dla kazdego i € {1,2,...,q}, natomiast A;; =
My, xn; (K) dla wszystkich liczb naturalnych 4, j spetiajacych nieréwnosci 1 <i < j <g¢.

Ciagi (n1,ne,...,n,), dla ktérych D, podalgebra M, (K) ksztaltu (ny,ns,...,n,) 11
typu jest D, podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru, czyli jest D, podalgebra III
typu, nie sa dowolne. Byly one szczegblowo analizowane w rozdziale 6 artykulu [49].

Przedstawimy uzyskang tam charakterystyke w podrozdziale 3.5.

45



Przyktad 3.1.10. Rozpatrzmy przemienne podalgebry

C%(K)z{(% 2):@,1)6[(}, 03(}():(? 2)

algebry My(K') maksymalnego wymiaru ze Stwierdzenia 2.1.8. Dodatkowo okreslmy na-

stepujace podalgebry Mg(K)

K 0 0 0 0 0 00 K K K K
0K 0 0 0 0 00 K K K K
00 K 0 0 0 000 0 0 0

Di=t g 00K 00| P2=BEtl g0 0 0 0l
00 0 0 K 0 000 0 0 0
00 0 0 0 K 000 0 0 0

000 K K K
000 K K K
I 000 K K K
C6(K)—Kfﬁ+ 0000 0 0
0000 0 0
0000 0 0

W Przyktadzie 2.2.1 pokazalidémy, ze algebry powyzszej postaci sa maksymalnymi prze-
miennymi podalgebrami algebr macierzy. Z Twierdzenia 2.1.1 wynika, ze wsréd nich je-
dynie C}(K) jest przemienng podalgebra Mg(K) maksymalnego wymiaru.

Korzystajac z algebr C3(K ), C3(K), Dy, Dy, C4(K) zdefiniujmy nastepujace blokowo
tréjkatne podalgebry Mg(K)

.A _ 021<K) M2><6<K) ./4 _ O%(K) M2><6(K)
e O6x2 D, ’ : O6x2 D, ’

Agz(czl(K) MZTG(K)> A4:<C22(K) MQTG(K)>_

Ogxz  CHEK) )° Opxz  Cg(K)

Wtedy Ay, Ay, As, Ay sa Dy podalgebrami Mg(K) ksztaltu (2,6) I typu. Co wiecej, As
oraz Ay sa Dy podalgebrami Mg(K) ksztaltu (2,6) II typu. Wymiary algebr A4; i A, sa
odpowiednio réwne 20 i 23. Algebry Ajz i A4 sa wickszego wymiaru, ktory jest rowny 24.
Pomimo tego, ze dim A3 = dim A, algebry A3 oraz A4 nie sg izomorficzne. Otrzymujemy
to z Twierdzenia 3.4.4, ktore pokazemy w jednym z kolejnych podrozdziatéw. Na mocy
Whiosku 3.5.4, ktory takze przedstawimy podzniej, maksymalny wymiar Dy podalgebry
Mg(K) jest rowny 26. Zatem ciag (2,6) nie wyznacza Dy podalgebry Mg(K') III typu.
Przyktadem takiego ciagu jest (4,4), poniewaz blokowo tréjkatna podalgebra

0 0 K K
CiH(K) My(K) : 1 _ 00 K K
( 0, CHEK) | gdzie Cy(K)=KI,+ 00 0 0
00 0 O

jest Dy podalgebra Mg(K') wymiaru 26. Zatem wspomniana algebra jest Dy podalgebra
Mg(K) ksztattu (4,4) III typu.
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W dalszych rozwazaniach, gdy bedziemy rozpatrywali algebre A, ktora jest podalgebra
M, (K) ksztattu (ny, ne, ..., n,), pelng podalgebra M,,(K') ksztattu (ny,ng, ..., n,) lub jest
D, podalgebra M, (K) ksztaltu (ni,ng,...,n,) I-go, II-go lub IIl-go typu, to bedziemy

zaktadali, ze jest ona w postaci blokowo trojkatnej

Ay A

Aqq
W powyzszym przedstawieniu niezaznaczone wyrazy sg zerowe, natomiast posta¢ blokow

A;; dlal < i< j < g jest zgodna z definicja rozwazanej algebry A (patrz Definicja 3.1.2,
Definicja 3.1.8 oraz Definicja 3.1.9).

3.2 Maksymalne D, podalgebry M, (K)

W tym podrozdziale pokazemy, ze dowolna maksymalna D, podalgebra M, (K) jest sprze-
zona z D, podalgebra M,,(K') pewnego ksztattu (nq,ng, . .., n,) I typu. Podobny opis wyka-
zemy dla D, podalgebr M,,(K') maksymalnego wymiaru. Udowodnimy, ze sa one sprz¢zone
z D, podalgebrami M, (K) III typu. W tym celu zastosujemy Stwierdzenie 1.0.20 do D,
podalgebry M,,(K) i idealu generowanego przez jej komutatory. Bedziemy mogli to zrobié¢

ze wzgledu na nastepujacy lemat.

Lemat 3.2.1. Niech A bedzie D, algebrg oraz niech C 4 bedzie idealem generowanym przez
komutatory algebry A. Wtedy C% = {0} i q jest indeksem nilpotentnosci ideatu C4.

Dowdd. Aby pokazaé, ze ideal C 4 jest nilpotentny, wezmy dowolny element x € C4 postaci
rc o] - [, e - "Tq- [xquq] "Tg+1,

gdzie ri, 7o, . Tl T1, T2y .o Ty Y1, Yoy - - -, Yg € A. Poniewaz elementy ideatu C% sa
skonczonymi sumami elementow powyzszej postaci, to wystarczy pokazac¢, ze x = 0. Dla

dowolnych elementéw a, b, r € A zachodzi réwnoéc¢

[a,rb] = [a,7]b+ r|a,b],

wiec r[a,b] = [a,rb] — [a,r]b. Po podstawieniu w ostatniej réwnosci r = ry, a = x; oraz

b = y; otrzymujemy

rc (e, ] e [, ge] g [, Yl - T

= ([w1, ] = [wromyn) v (w2, 90] - ooorg - [, Y] - g
= w1,y 7o [, ] g (g, Y] - T

— [z, ] e - [, ye] oo g [T, Yg) - T

Podobnie mozemy zapisac
(1, m1y1] 7o - (2,90 -3 - [, ys] e Tq - [xqayq] "Tg+1
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= [z1, 1] - ([v2, r2y2] — [w2,72lya) ~ 73+ [T3,y3] - 7a e 7 [Tg, Yg) - Tg

= [I1,7“1y1][$2,7’2y2] ‘T3 [I3,y3] cTy - [x4,y4] et Tgr [xqayq] *Tg+1
— @1, rn] e, ro] - yors - [T, ys] - ma (w4, ya) g [T, Yg) - e
oraz
[901,7’1] Sy - [902,92] “T3 [$3,y3] et Tgr [%»yq] *Tg+1
= [I17T1]([l’2,y17”2y2] - [9527y17“2]’yz) REN [1’3793] et Tgr [%;yq] "Tg+1
= [331,7"1][3527917’2y2] T3 [953,93] “Ty - [554,3/4] et Ty [xq>yq] “Tg+1
- [$1,T1][$2,y17“2] *YoTg - [5153793] "y [554794] et Tgr [xqayq] “Tg+1-

Kontynuujac powyzsza procedure, przedstawimy x jako sume elementow postaci
[z, ] [2, o] - - (25, yglr’ (3.2.1)

dla pewnych %, yy, 25, Y3, - - -, Ty, Yy, 7' € A. Elementy te sa zerowe, poniewaz A jest Dy
algebra. Zatem pokazalismy, ze C% = {0}. Zgodnie z definicja, A nie jest D,_; algebra.
Stad wynika, ze Cﬁ(l # {0}, wiec ¢ jest indeksem nilpotentnosci ideatu C4. To konczy
dowdd. O

Uwaga 3.2.2. Przy dowolnym homomorfizmie algebr, obraz komutatora elementéw jest
komutatorem elementéw obrazu. Zatem jesli ¢: A — B jest izomorfizmem algebr A oraz
B, to ¢(C4) = Cg, gdzie przez C4 oraz Cp oznaczamy idealy generowane odpowiednio
przez wszystkie komutatory algebr A i B.

Gdy algebra A zawiera sie w M,,(K), to sprzezenie jej dowolng macierza odwracalna
X jest izomorfizmem algebr A i X "1 AX. Otrzymujemy wiec réwnoéé ideal generowanego

przez komutatory algebry X ' AX oraz ideatu X1C4X.

W Lemacie 3.2.1 pokazalidmy, ze ideal generowany przez komutatory D, algebry A
jest nilpotentny indeksu ¢. Gdy A jest D, podalgebra M,,(K), to ze Stwierdzenia 1.0.20

wynika, ze ¢ < n. Otrzymujemy zatem nastepujacy wniosek.

Wniosek 3.2.3. Jesli liczby naturalne n i ¢ spetniajg nieréwno$¢ ¢ > n, to nie istnieje D,
podalgebra M, (K).

Stwierdzenie 3.2.4. Niech A bedzie dowolng D, podalgebrg M, (K). Wtedy istniejq liczby
naturalne ny, na, . .., n, spelniajgce réwnanie Y.i_, n; = n oraz macierz odwracalna X, dla
ktorych A" = X' AX zawiera si¢ w pelnej podalgebrze M,(K) ksztattu (nq,na,...,n,).
Co wigcej, dla kazdego i € {1,2,...,q} algebra A'y; (okreSlona zgodnie z Definicjq 5.1.4)
jest przemienng podalgebrg M, (K).

Dowdd. Na mocy Lematu 3.2.1 ideat C4 jest nilpotentny indeksu ¢. Zatem mozemy za-
stosowaé Stwierdzenie 1.0.20. Daje nam ono informacje, ze istnieje macierz odwracalna
X € M, (K), dla ktorej algebra A" = X1 AX zawiera si¢ w pelnej podalgebrze M, (K)
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pewnego ksztaltu (ni, na,...,n,). Co wiecej, macierze nalezace do idealu X 'C4X maja

zerowe diagonalne bloki.

Pozostaje pokaza¢, ze algebry A'yy, A's, ..., Ay, sa przemienne. Dla dowolnej liczby
i €{1,2,...,q} oraz dowolnych macierzy Yy, Z; € A’y z okredlenia A/, istnieja macierze
blokowe
}/11 }/12 }/1q le Zl’i Zlq
Y = Y;l R }/iq oraz = Z” e Ziq
Y. Z

aq aq
nalezace do algebry A’. Komutator [Y, Z] ma macierz [Y;;, Z;] jako i-ty diagonalny blok.
Z Uwagi 3.2.2 ideat X 'C4X jest réwny ideatowi generowanemu przez komutatory A’.
Poniewaz macierze nalezace do X ~'C4X maja zerowe diagonalne bloki, to [V, Z;] = 0,,,.

7 dowolnosci liczby i oraz macierzy Yi;, Z; wynika, ze algebry A'y;, A's, ..., Ay, sa

przemienne. To konczy dowod. [

Twierdzenie 3.2.5. Niech A bedzie maksymalng D, podalgebrqg M, (K). Wtedy istnieje
macierz odwracalna X taka, ze X ' AX jest D, podalgebrg pewnego ksztaltu (ny, na, . .., ng)

I typu.

Dowdd. Ze Stwierdzenia 3.2.4 istnieje macierz odwracalna X € M, (K) taka, ze algebra
A" = X' AX zawiera si¢ w pelnej podalgebrze M, (K) pewnego ksztattu (ni,na, ..., n,).
Co wigcej, dla kazdego i € {1,2,...,q} algebra A’; (okreslona zgodnie z Definicjg 3.1.4)
jest przemienna. Poniewaz A jest maksymalng D, podalgebrg M, (K), to takze A’ jest
maksymalna D, podalgebra M,,(K'). Rozpatrzmy nastepujaca blokowa podalgebre M, (K)

W11 Mn1 Xng(K) Mnlxng(K) e Mn1 XNg (K)

07’L2><7’L1 A,22 Mngxng (K) e Mng XNg (K>

an—l XNg (K>

A
Oy s o o Oy g+ Ay

Z definicji algebr A'yy, A'gg, ..., A, wynika, ze A’ zawiera sic w B. Poniewaz algebry
A1y, Algg, ..oy Ay, sa przemienne, to z Uwagi 3.1.6 otrzymujemy, ze B jest D, podalgebra
M, (K). Zatem z maksymalnosci podalgebry A’ dostajemy réwnosé A" = B.
Pokazalismy, ze A’ jest D, podalgebra M,,(K) ksztattu (ny, n, ..., n,) z przemiennymi
diagonalnymi blokami. Jezeli pewien z tych blokéw nie jest maksymalng przemienna pod-

algebra M,,(K), to rozszerzajac go, dostaniemy D, podalgebre, ktora wlasciwie zawiera
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A’. Jest to sprzeczne z maksymalnoscia algebry A’. Zatem diagonalne bloki algebry A’
sg maksymalnymi przemiennymi podalgebrami algebr macierzy odpowiednich rozmiardw.
To pokazuje, ze A’ jest D, podalgebra M,,(K) ksztaltu (ny,ne,...,n,) I typu, co konczy
dowod. O

Whniosek 3.2.6. Niech A bedzie D, podalgebrg M, (K) maksymalnego wymiaru. Wtedy
istnieje macierz odwracalna X € M, (K) taka, ze X ' AX jest D, podalgebra M, (K)
pewnego ksztalttu (ny,no,...,n,) I typu.

Dowdd. 7 Twierdzenia 3.2.5 podalgebra A jest sprzezona z D, podalgebra A" pewnego
ksztaltu (ny,ne,...,n,) I typu. Jesli dla pewnej liczby i € {1,2,...,¢} diagonalny blok
Al algebry A’ nie jest przemienna podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru, to moze-
my go na takg algebre zamienic i na mocy Uwagi 3.1.6 otrzymac¢ D, podalgebre. Ma ona
wiekszy wymiar niz dim A’. Poniewaz wymiary algebr A i A’ sa réwne, to otrzymaliSmy
sprzecznosé z tym, ze A jest D, podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru. Pokazalismy
wiee, ze dla kazdej liczby i € {1,2,...,q} diagonalny blok A’ algebry A" jest przemien-
ng podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru. Zatem A’ jest D, podalgebra M, (K)
ksztaltu (ny, ng, ..., n,) II typu. O

W Twierdzeniu 3.2.5 pokazali$my, ze dowolna maksymalna D, podalgebra M,,(K) jest
sprzezona z D, podalgebra M, (K) pewnego ksztaltu (ni,ns,...,n,) I typu. Pokazemy
teraz, ze dowolna D, podalgebra M,,(K) I typu jest maksymalng D, podalgebra M,,(K).

Twierdzenie 3.2.7. Niech A bedzie dowolng D, podalgebrg M, (K) ksztaltu (ny, na,. .., ng)
I typu. Wtedy A jest maksymalng D, podalgebrg M, (K).

Dowdd. Zgodnie z zatozeniem A jest D, podalgebra M, (K) ksztaltu (nq,ng,...,n,) I

typu. W dowodzie wykorzystamy jej przedstawienie w postaci blokowo trojkatne;

-/411 N Alq
x : : (3.2.2)

Aqq

gdzie A;; jest maksymalna przemienna podalgebra M, (K) dla dowolnego i € {1,2,...,q},
natomiast A;; = My, xn; (K) dla 1 <4 < j < ¢. Przypusémy, nie wprost, ze algebra A
nie jest maksymalng D, podalgebra M,,(K). Niech B bedzie D, podalgebra M, (K), ktora
wlasciwie zawiera A. Zatem istnieje macierz X € B\ A. Zapiszmy ja w postaci blokowej
XH e qu

P N (3.2.3)

qu qu
gdzie Xy € My, xn,; (K) dla 1 <, j < ¢. Poniewaz macierz X nie nalezy do algebry A, to
z przedstawienia A w postaci (3.2.2) wynika, ze X;; & A;; dla pewnego i € {1,2,...,¢} lub
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istnieja liczby naturalne j, k speliajace nieréwnosci 1 < k£ < j < ¢, dla ktérych macierz
X jest niezerowa. Pokazemy, ze niezaleznie od tego, ktéry z przypadkéw zachodzi, do

ideatu Cg, generowanego przez komutatory algebry B, nalezy macierz blokowa

le c. Zlq
7 = : o
Zg .. Ly

z doktadnie jednym niezerowym blokiem macierzowym znajdujacym sie na gtéwnej prze-

katnej lub ponizej niej. W tym celu rozwazmy macierze nalezace do algebry A

N;

ni
Ey=> e; oraz E;j= > ey
=1 iZNj,1+1

dlaj =2,3,...,¢, gdzie N; =n; +ne + ... +nj.

W przypadku, gdy istnieje indeks i € {1,2,..., ¢}, dla ktérego X;; &€ Aii, to pew-
na macierz Y; € A;; jest nieprzemienna z X;. W przeciwnym razie mozemy utworzy¢
przemienna podalgebra wtasciwie zawierajaca A;;, co przeczy jej maksymalnosci. W roz-

patrywanym przypadku za macierz Z mozemy przyja¢ komutator macierzy

cot 07%‘71 0”%1 XN Oni—l XMNjt1 o
E,XE; oraz coo Onyxng g Yii Onixnir -+ |
Oni+1 XMj—1 O7%‘+1 XNng Oni+1

poniewaz komutator powyzszych elementow ma niezerowy jedynie i-ty diagonalny blok
réwny [X;;, Yy]. Natomiast jezeli istnieja liczby naturalne j, k spelniajace nieréwnosei 1 <
k < j < g, dla ktéorych macierz X, jest niezerowa, to za macierz Z mozemy wzig¢ F; X Fj,.
Istotnie, jest to macierz, ktéra w postaci (3.2.3) ma niezerowy jedynie wyraz (j, k). Co
wiecej, nalezy ona do ideatu Cg, poniewaz E; X Ey, = [E; X Ey, Ej].

Korzystajac ze znalezionej macierzy Z, uzyskamy sprzecznosci z tym, ze Cp jest ide-
atem nilpotentnym, ktérego indeks nilpotentnosci jest rowny ¢ (patrz Lemat 3.2.1). Niech
Z,s dla pewnych liczb r, s spetniajacych nieréwnosci 1 < s < r < ¢ bedzie jedynym nieze-
rowym blokiem macierzy Z oraz niech niezerowym wyrazem Z,; bedzie z;; dla 1 <7 < n,,
1 < j < n,. W macierzy Z wyraz z;; jest na miejscu (N,_1 + ¢, Ns_1 + j), gdzie jak przy

definicji macierzy En,, En,, ..., Ey,

Ney=ny+ng+...+n.1, Nyi=mni+na+...+ns1,

jesli 2 < r,;s < ¢, natomiast gdy » = 1 lub s = 1, to przyjmujemy, ze Ny = 0. Najpierw
zatézmy, ze r € {1, q}. Wtedy

Zij€1n = €1, N,_1+i ° Z - EN,_1+jn
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jest niezerowym elementem. 7 Lematu 3.1.7 wynika, ze e n, ,+i € Cf[l oraz en, ,+jn €
CY% °. Poniewaz algebra B zawiera algebre A, to takze ideal Cp zawiera ideatl C4. Zatem
korzystajac dodatkowo z nieréwnosci r — s > 0 i nilpotentnosci ideatu Cp, otrzymujemy
rOWnNos¢

zijein €C5t - C-CE =5 = {0,).
Uzyskaliémy sprzecznosc¢.

Jesli r = 1, to Z11 jest jedynym niezerowym blokiem Z. Wéwczas n-ta kolumna ma-
cierzy Z - ej, jest rtébwna j-tej kolumnie macierzy Z, ktéra jest niezerowa. Podobnie jak
poprzednio z Lematu 3.1.7 wnioskujemy, ze e;, € C4 ' C CL ", wiee Z - ej, € CE = {0,}.
Kolejny raz uzyskalidémy sprzecznosc.

Gdy r = ¢, to pierwszy wiersz macierzy ej n, i - Z jest (Ng—1 + 7)-tym wierszem
macierzy Z, ktory jest niezerowy. Podobnie jak w poprzednim przypadku, prowadzi to do

sprzecznosci. Dowod zostal zakoniczony. O

Poniewaz sprzezenia maksymalnej D, podalgebry M, (K') sa nadal maksymalnymi D,
podalgebrami M,,(K), to z Twierdzenia 3.1.2 oraz Twierdzenia 3.2.5 otrzymujemy naste-

pujacy wniosek.

Whniosek 3.2.8. Algebra A jest maksymalna D, podalgebra M,,(K) wtedy i tylko wtedy,
gdy A jest sprzezona z D, podalgebra pewnego ksztaltu (ny,ns,...,n,) I typu.

3.3 Sprzezenia D, podalgebr I typu

W tym podrozdziale bedziemy szczegdtowo analizowaé sprzezenia blokowo trojkatnych
podalgebr M,,(K). Dzigki temu pokazemy, ze dwie D, podalgebry A i B algebry M, (K)
pewnych ksztaltéw, odpowiednio (ni,ng,...,ng) i (1,0, ...,¢;) I typu, ktérych diago-
nalne bloki sa réwne Ayy, As, ... Ay 1 Bi1,Bag, ..., By, sa sprzezone wtedy i tylko
wtedy, gdy ciagi (n1,ne,...,n,) oraz ({1,0s,...,¢,) sa réwne oraz dla kazdego indeksu
i € {1,2,...,q} diagonalne bloki A;; oraz B;;, bedace podalgebrami M,, (K), sa ze soba
sprzezone.

Zaczniemy od lematu dotyczacego rownan macierzowych. Gdy wystepujace w nim
rozmiary macierzy sg réwne, wynika on z tego, ze algebra macierzy nad ciatem jest algebra

prosta (patrz np. [10, Example 1.10]), wiec jest algebra pierwsza.

Lemat 3.3.1. Niech r,s,t bedg dowolnymsi liczbami naturalnymi. Niech Y bedzie macie-
rzq nalezgcq do M, (K), a W niech bedzie macierzq niezerowq, nalezgcg do Mgy (K).
Zatozmy, ze dla kazdej macierzy Z € Myys(K) iloczyn Y ZW jest zerowy. Wiedy macierz

Y jest zerowa.
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Dowdd. Zapiszmy macierze Y, W spetniajace zatozenia lematu nastepujaco

Y1 - Yuie w11 ... Wit

Y1 oo Yrt Ws1 ... Wg
Skoro W jest macierza niezerowa, to istnieja indeksy i € {1,2,...,s}oraz j € {1,2,...,r}
takie, ze w;; # 0. Dla dowolnego k € {1,2,...,t} macierz ey; € M;xs(K). Zatem na mocy

zatozenia Yer;W = 0,«;. Z drugiej strony

kWi -0 Y1eWi5 -0 Y1EWie
YorWi1 - YouuWij - YouWig
YepW = : , : , . : (3.3.1)
YrkWil - YrkWiy oo YreWi
wiec
Y1kWij = YorWi5 = ... = Yrpw;j = 0.

Poniewaz w;; # 0, to z ostatniej réwnosci wynika, ze
Yik = Yok = ... = Yrk = 0.

Pokazalismy, ze k-ta kolumna macierzy Y jest zerowa. Macierz Y ma t kolumn, zatem
z dowolnosci liczby k € {1,2,...,t} wynika, ze Y jest macierza zerowa. To koriczy dowdd.
O

Lemat 3.3.2. Niech q oraz n bedg liczbami naturalnymi takimi, ze 2 < q¢ < n. Niech
X € M, (K) bedzie macierzq odwracalng, ktora jest w postaci blokowo tréjkatnej

X11 qu

Xaq
dla pewnych X;; € My, xn,;(K), gdzie 1 <1 < j < q, natomiast ni,ny, ..., ng sq liczbami
naturalnymi spelniajgcymi réwnosé Y1 n; = n. Wtedy macierze X11, Xaa, ..., X4 S0
odwracalne oraz istniejg macierze Xi; € My, (K) dla 1 <i < j < q takie, Ze
X0 X, oo Xy,

X, X

q—1,g-1 q—ll,q

X't=

qq

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na ¢q. Dla ¢ = 2 macierz X jest w postaci

blokowej X X Wtedy det X = det X;; - det Xoy (patrz |7, Przyktad 6.7
0

X
na2 Xni 22
oraz [7, Twierdzenie 6.8]). Z tej formuly wynika, ze jesli macierz X jest odwracalna, to

macierze X111 Xoo sg takze odwracalne. Zatem

o1 _ < X' =X XX )

—1
On2><n1 X22
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Pokazali$my lemat dla ¢ = 2, bo za macierz X!, mozemy przyjaé¢ macierz —X ;' X12 X5 .
Zaloézmy, ze lemat jest prawdziwy dla pewnej liczby naturalnej ¢ > 2 oraz dowolnego

n. Sprawdzimy, ze jest on takze speliony dla g + 1. WeZmy dowolna macierz odwracalna

X1 oo Xign
X = : € M, (K)

Xq+1,q+1
dla pewnych Xi; € My, xn, (K), gdzie 1 <i < j<q+1,ang,ny, ..., g sg liczbami na-

turalnymi spetiajgcymi réwnosé z;fi} n; = n. Aby skorzysta¢ z zatozenia indukcyjnego,

okreslmy macierze blokowe

X=X Xz o Xign ) € My, sgnony(K),
Xoo .. Xogn
Xy = : € My, (K).
Xq+1,q+1

X1 XlQ

. Wtedy na mocy udowodnionej juz czesci
n—mni)xni X22

Zapiszmy X w postaci ( 0
(
lematu macierze X1; i X9y s3 odwracalne oraz istnieje macierz Y;Z € My, x(n—ny) (K) taka,

X X
X' = < 1 13 ) (3.3.2)
O(n—m)xnl X22

Z zatozenia indukcyjnego zastosowanego do macierzy X oo € M,,_,,, (K) macierze Xoy, X33,

VAS)

.+ Xq1,4+1 52 odwracalne oraz istnieja macierze X;; € My, xp, (K) dla2 <i < j<g+1
takie, ze
Xo' Xjy . X5,

—1

X, = (3.3.3)

-1 /
qu )iql,lH»l

X,

q+1,g+1

Jesli zapiszemy macierz X 15 € My, x(n—ny)(K) W postaci blokowe;
(X2 Xis oo Xigo )

gdzie Xi; € My, xn,;(K) dla 2 < j < ¢+ 1, to z formut (3.3.2) oraz (3.3.3) wynika, ze
lemat jest prawdziwy dla g + 1. To konczy dowdd. O

Lemat 3.3.3. Niech q oraz n bedg liczbami naturalnymi takimi, ze 2 < q < n. Niech

ni1,Na, ..., ng bedg liczbami naturalnymi spelniajgcymi réwnosé Y.]_y n; = n. Rozpatrzmy
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algebre A zawartg w petnej podalgebrze M, (K) ksztattu (ny,na, ..., n,), dla ktorej
Om Mm an(K) Mm Xn3 (K) e Mm XTg (K)

Onz an Xn3 (K> T menq (K>

an—l an—l XNg (K)

On

q

Wéwczas, jesli X € M, (K) jest macierzq odwracalng takq, ze algebra X ' AX zawiera
sie w petnej podalgebrze M,(K) ksztaltu (ni,na,...,n,), to macierz X nalezy do pelnej
podalgebry M, (K) ksztaltu (ny,na,...,n,).

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na ¢. Dla ¢ = 2 i dowolnych liczb naturalnych
n,ny, ny takich, ze 2 < n oraz ny + ny = n zapiszmy macierz X wraz z jej odwrotnosciag
w postaciach blokowych

X1 X2 -1 X Xip
X = y X == )
( Xo1 X ) X5 Xo

gdzie Xij, Xi; € My, (K) dla 1 <4, j < 2. Mamy pokazac, ze Xy jest macierza zerowa.

Przypuéémy przeciwnie. Niech Y € M, xn,(K) bedzie dowolna macierza. Z zalozenia
Op, Y

Ong Xni 0n2

wynika, ze ( ) € A. Korzystajac dodatkowo z tego, ze algebra X 1 AX

zawiera sie w pelniej podalgebrze M,,(K) ksztaltu (ny,ns), otrzymujemy

Y- O, Y ¥ — X1 Xiy Op, Y X1 Xio
On2><n1 Ong Xél Xé2 0n2><n1 Ong X21 X22
_ [ XY Xor XV Xo My, (K) My s, (K)
XY Xy X5V Xo Onyxny M, (K)

Zatem X5,Y Xo; = 0,50, - Macierze X%, Y, Xo; spelniaja wiec zalozenia Lematu 3.3.1.
Wynika z niego, ze X5, = 0,,xn,- To znaczy, ze X! jest macierza blokowo trojkatna.
Na mocy Lematu 3.3.2 takze odwrotnoéé¢ macierzy X! jest blokowo tréjkatna, wicc
Xo91 = 0pyxn, - Uzyskana sprzeczno$¢ pokazuje, ze lemat jest prawdziwy dla ¢ = 2.
Zaloézmy teraz, ze lemat jest speliony dla pewnej liczby ¢ > 2 i dowolnych liczb
naturalnych n, ny,ny. .., n, takich, ze Y7 n; = n. Pokazemy, ze lemat jest prawdziwy

dla liczby ¢ + 1. Zapiszmy macierze X i X ! w postaciach blokowych

/ !/
Xll “ .. X17q+1 Xll .. X17q+1
X=| + - XTI = :

!/ !/
Xorin - Xorign Xorin o Xgprgr
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gdzie Xy, Xj; € My, n, (K) dla 1 <i,j <q+1.

Aby sprawdzi¢, ze macierz X jest blokowo trojkatna, zaczniemy od udowodnienia, ze
macierze Xo1, Xs1, ..., X411 sa zerowe. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje
indeks k£ € {2,3,...,q¢ + 1}, dla ktérego X1 # Oy, xn,. Niech Yy, € My, xp, (K) bedzie
dowolna macierza. Wtedy

0n1 L On1 XNp—1 }/lk‘ 0n1 XNt1 e 0711 XNg+1
On2 Xn1 LA On2 XNp—1 Ong XN Ong XNt1 e Ong XNg+1
. cA
an+1 Xmn1 LA an+1 XNp—1 an+1 XN an+1 XNE41 e an+1
i iloczyn macierzy
On1 s On1 XNp—1 Ylk‘ On1 XMNp41 e On1 XNg+1
0, 0 0 0 0
_ 2 XMN1 LR N2 XNng_—1 ng Xng N2 XMNk41 s n2 Xng41
Xt ! - X
an+1 Xn1 LR an+1 XNp—1 an+1 XN an+1 XNt1 e an+1
jest réwny
/ !/ !/
X11Y1lec1 Xllylka S X11Ylka,q+1
/ !/ !/
X21Ylka1 XglylkszQ cee X21Ylk:Xk,q+1
/ / /
Xq+1,1}/1ka1 Xq+171leka2 cee Xq+171leka,q+l

Poniewaz X "' AX zawiera sie w pelnej D, podalgebrze M,,(K) ksztattu (nq, na, ..., ngt1),
to

Xéliflkal = On2><n17 X:/ﬂ}/vlkal = On3><n17 sy X;+171}/1kal = an+1 Xny -
Kazda z trojek macierzy (Xy;, Yir, Xi1), (X35, Yie, Xx1), -, (X{111, Yk, Xp1) spetnia
zatozenia Lematu 3.3.1. Zatem macierze Xy, X3, ..., X/, sa zerowe.

X X'
Zapiszmy teraz macierz X ! w postaci blokowo trojkatnej 1 —,12 ,
O(n—n1)><n1 X 22
gdzie
o o Xyy o Xign
X=Xy Xig . X{g ), Xm= S : (3.3.4)
Xor2 - Xgrign

Z Lematu 3.3.2 zastosowanego do macierzy X ~! w opisanej przed chwilg postaci wynika,
ze macierze Xop, Xs1, ..., Xg+1,1 58 zerowe, sprzecznosc. To pokazuje, ze rzeczywiscie Xy,
Xs31, ..., Xgt1,1 53 macierzami zerowymi.

Aby zakonczy¢ dowdd, okredlmy nastepujacy podzbiér macierzy blokowo tréjkatnych:

A A ... A
AQQ c.. A27q+1 1 A12 A17q+1
i 22 .- 2,q+1
A22 — . : c M(n,m)(K) : . : cA ,
A
athart Aq+1,q+1
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gdzie Ay € My, xn,; (K) dla 1 <i < j < ¢+ 1. Tak zdefiniowany zbiér Ay, jest podalgebra
M,,_p, (K). UtworzyliSmy go z wyrazéw macierzy nalezacych do algebry A, znajdujacych
sie na miejscach (7, j), dla ktérych spetnione sa nieréwnosci ny + 1 < 4,j < n. Zapiszmy

macierz X w postaci blokowej

( Xn X”), (3.3.5)

O(n—nl)xnl X22

gdzie macierze X5 i X9o okreslamy analogicznie jak macierze X'15 i X'99 we wzorze
(3.3.4). Z definicji podalgebry Ays oraz z Lematu 3.3.2 wynika, ze mozemy zastosowaé

zalozenie indukcyjne do Ay i macierzy X, dla ktérych Y;;AQQYQQ zawiera sie w pelnej

podalgebrze M,,_,,, (K) ksztaltu (na,ns,...,nge1). Zatem otrzymujemy, ze macierz X oo
nalezy do pelnej podalgebrze M,,_,,, (K) ksztattu (ng, ns, ..., ng1). To razem z przedsta-
wieniem macierzy X w postaci (3.3.5) konczy dowdd. O

Pokazemy teraz, ze nie kazde sprzezenie D, podalgebry M, (K) ksztaltu (ny, na, ..., ny)
I typu jest nadal D, podalgebra M, (K) tego samego ksztaltu I typu.

Przykiad 3.3.4. Niech A bedzie dowolna D4 podalgebra M, (K) ksztaltu (nq,ng, ng,ng) 1
typu i niech X bedzie macierza M,,(K) w postaci blokowej

On1 X 14 0n1 Xng 0n1 Xn3 ]n1

On2 X 14 Ing Ong Xng Ong Xn1

Ong X 14 Ong Xng In3 0n3 Xn1
In4 On4 Xng 0n4 Xn3 0n4 Xn1

Odwrotnoscig macierzy X jest

On4 Xni 07’L4 Xng On4 Xn3 In4
X—l — OTLQXTL:[ ITLQ 0n2><n3 OTLQXn4
0n3 Xni 0713 XNy Ing O'ng X1y
]n1 Onl Xng On1 xXnsg Onl XT4
0001
. 1 e ) . 0100
Macierze X oraz X~ sa blokowym odpowiednikiem macierzy permutacji 0010 |
1000
ktéra po pomnozeniu z prawej strony przez dowolng macierz A € My(K') zamienia ze soba

pierwszy oraz ostatni wiersz macierzy A, natomiast po pomnozeniu z lewej strony przez
macierz A zamienia pierwszg oraz ostatnig kolumne macierzy A. Zatem, jesli zapiszemy

algebre A w postaci blokowo trojkatnej

An A A Au

-/422 A23 A24
-'433 A34 ’

-A44
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to

0n4><n1 0n4 X1ng 0n4 Xns3 A44 -’444 0n4 X9 0n4 Xns3 On4 X1y
_ 0 A A A A A A 0
1 . ng Xni 22 23 24 . 24 22 23 ng Xni
X AX N 0113 Xni On3 Xng A33 -’434 X N A34 0713 Xng '/433 Ong X1
All -’412 A13 -/414 A14 A12 A13 -/411

Podalgebra X 1 AX nie jest Dy podalgebra M, (K) ksztattu (ny, ng, ns,n4) 1 typu.

Stwierdzenie 3.3.5. Niech A bedzie D, podalgebrg M, (K) ksztaltu (ny, na, ..., n,) I typu
oraz niech X € M,(K) bedzie macierzq odwracalng, dla ktérej algebra X ' AX zawiera sig
w petnej podalgebrze M, (K) ksztattu (ni,na,...,n,). Wtedy X 1 AX jest D, podalgebrq
M, (K) ksztaltu (ny,na,...,n,) I typu. Co wiecej, jesli Ajr, Asa, ..., Ay oraz Aly, Aby,
o Ay, sa diagonalnymi blokami odpowiednio algebr A oraz XYAX, to dla kazdego
i€{1,2,...,q} bloki A; oraz Aj;, bedgce podalgebrami M, (K), sq sprzezone.

Dowdéd. 7 Lematu 3.3.3 wynika, ze macierz X jest blokowo trojkatna. Mozemy zapisac¢

Xn ... Xi
X = :
qu
dla pewnych X;; € My, xn,; (K), gdzie 1 < i < j < ¢. Na mocy Lematu 3.3.2 macierze
Xi1, Xog, .. ., Xgq 82 odwracalne oraz istnieja macierze X;; € My, xp, (K) dla1 <i<j <gq
takie, ze
D T, (P X1,
-1 _ : :

A X! X!

q—1,q-1 q—1q

X,
Pokazemy, ze X 1 AX jest réwna algebrze A, ktora jest D, podalgebra M, (K) ksztaltu
(n1,na,...,ny) 1 typu z diagonalnymi blokami réwnymi X;;' A1 X1, X5 A2eXoo, - .,
X q_ql.Aqu. Istotnie, z blokowej postaci macierzy X, X! i algebry A wynika, ze X 1 AX
jest podalgebra petnej podalgebry M, (K) ksztattu (nq, no, . .., n,) z diagonalnymi blokami
rownymi X' A1 X1, Xog AwXoo, ..., Xq_ql.Aquqq. Stad wynika zawieranie X ' AX C

A’. Poniewaz
dim X" A1 X11 = dim Ay, dim X5, Az Xop = dim Ay, -, dim X Ay, Xy = dim Ay,

wiec diagonalne bloki algebr A i A" majg réwne wymiary. Poza diagonalnymi blokami
maja one bloki pelnych macierzy tych samych rozmiaréw, zatem otrzymujemy rowno-
$ci dim X*AX = dim A = dim A'. Z zawierania miedzy algebrami X ' AX i A’ oraz

z réwnodci ich wymiaréw wynika, ze X 1 AX = A’. To koriczy dowdd. O

Twierdzenie 3.3.6. Niech A oraz B bedg D, podalgebrami M,(K) I typu ksztattow

(n1,n9,...,ng) oraz (01,0a, ..., ¢,). Oznaczmy przez Air, Asz, ..., Agq @ B11,Baa, ..., By
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ich diagonalne bloki. Podalgebry A i B sq sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazde-
go j € {1,2,...q} liczby n; oraz {; sq réwne i bloki A;; oraz Bj;, bedgce podalgebrami
M,,(K), sq sprzgzone.

Dowdd. Najpierw zatézmy, ze A oraz B sa D, podalgebrami M,,(K) tego samego ksztattu
(n1,n2,...,nq) I typu, ktérych diagonalne bloki A;; oraz B;; sa sprzezone dla dowolnego
j€11,2,...,q}. Wtedy dla kazdego j istnieje macierz odwracalna X;; € M, (K) taka,
ze Xj_leijjj = B;;. Udowodnimy, ze podalgebra B jest réwna podalgebrze

-1
X11 0n1 XNo cee 0n1 XMg Xll On1 X N2 cee 0n1 XMgq
-1
OnQ Xny X22 .A On2 Xni X22
an,1 XMg : E T an—1 Xng
-1
N | D, o Ongsns -+ Onpsng . Xag

(3.3.6)
Stad bedzie wynikato, ze podalgebry A i B sg sprzezone, co pokaze jedng z implikacji.

Poniewaz algebra A jest podalgebra M, (K) ksztattu (ny,no,...,n,), to podalgebra
okreslona formuta (3.3.6) zawiera si¢ w petnej podalgebrze M, (K) ksztattu (ny, na, ..., ng).
Zatem ze Stwierdzenia 3.3.5 jest ona D, podalgebra M, (K) ksztaltu (ny,ng,...,n,) I ty-
pu. Kolejnymi diagonalnymi blokami tej podalgebry sa X" A1 X1, Xog AaXoo, ...
X,  AgqXqq- Réwniez B jest D, podalgebra My, (K) ksztattu (ny,ng, ..., ng) I typu z tymi
samymi diagonalnymi blokami. Wykazaliémy wiec, ze podalgebra B jest réwna podalge-
brze okreslonej wzorem (3.3.6).

Pokazemy przeciwng implikacje. Niech A i B beda D, podalgebrami M,,(K) I typu,
odpowiednio ksztaltow (ni,na,...,ng) i (€1,%s,...,4,), ktére sa sprzezone. Wystarczy
udowodni¢, ze ich ksztalty sg takie same. Wtedy odpowiednie diagonalne bloki sa ze
soba sprzezone na mocy Stwierdzenia 3.3.5. Rozpatrzymy nastepujace podprzestrzenie
V = K", ktére sg zwigzane z ideatem generowanym przez komutatory algebry A oraz

idealem generowanym przez komutatory algebry B
CAV, C3V, ..., C4'V, CgV, CiV, ..., CE'V.

Sprawdzimy, ze ich wymiary wyznaczaja ciagi (n1,n,...,ng), (01,42, ...,¢;). Z Lematu
3.1.7 wynika, ze dla dowolnego i € {1,2,...,q¢— 1}

ny+ng+...+n; = dimCJq[iV.
Dodatkowo dim C%V = 0, poniewaz ideat C4 w dowolnej D, algebrze jest ideatem nilpo-

tentnym indeksu nilpotentnosci ¢ oraz ny +ns +...n, = n, poniewaz ciag (ny, na, ..., ny)

wyznacza ksztalt podalgebry M, (K). Zatem otrzymujemy, ze

. dim C4'V — dimCy 'V, jedlii=1,2,...,q—1,
"l n—dimC4V, jesli i = q.
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Analogicznie

0 — dimCy'V — dimCE 'V, jedlii=1,2,...,q—1,
| n—dimCgV, jesli i = q.

Aby zakonczy¢ dowdd pokazemy, ze dla dowolnego i € {1,2,...,q} przestrzenie C4V
oraz CiV maja réwne wymiary. Skoro algebry A oraz B sa sprzezone, to istnieje ma-
cierz odwracalna X € M, (K) taka, ze X ' AX = B. Z Uwagi 3.2.2 ideal Cg jest réwny
X~1C4X, wiec

Cp=(XT'C4X)' = X 'Cy X.
Niech (Cyvy, Covy, ..., Crur), gdzie k jest pewna liczba naturalna, Cy,Csy,...,Cy € CYy
oraz vy, vs,...,v; € V, bedzie baza przestrzeni C4V. Z liniowe] niezaleznosci wektoréw

Chvy, Covs, . .., Crup wynika, ze wektory
X 'C; = (X'C; X)X vy € (XTICYX)V

dla j = 1,2,...,k sa liniowo niezalezne. Stad dimC4V < dim(X~!'C4X)V. W podobny
sposob uzasadniamy nieréwnosé dim(X 'C4 X )V < dimC4V. Udowodnili$my, ze wymia-

ry przestrzeni C4V oraz (X 'C'X)V sa réwne, co koriczy dow6d drugiej implikacji. [

3.4 O izomorfizmach D, podalgebr II typu i izomor-
fizmach pelnych podalgebr blokowo tréjkatnych

W tym podrozdziale ustalimy, kiedy D, podalgebry A oraz B algebry M, (K) II typu sa
izomorficzne. Pokazemy rowniez, jak w prosty sposéb wykorzystaé zastosowane przez nas
argumenty do rozwigzania problemu izomorfizmu pelnych blokowo tréjkatnych podalgebr
M,,(K). Drugie ze wspomnianych zagadnien bylo, w ogdlniejszych sytuacjach, rozwazane
na przyktad w [9, Theorem 1] lub [13, Corollary 2.6].

Zgodnie z Definicjg 3.1.2 oraz Definicja 3.1.8 bedziemy zaklada¢, ze algebry A i B sa
w postaciach blokowo tréjkatnych

.AU Aqq 811 qu

Agq By

gdzie Ajj = My, xn, (K) oraz B = My« (K) dla 1 < i < j < ¢, natomiast diagonalne
bloki w powyzszych przedstawieniach spetiajg nastepujace warunki:

e jesli A i B sg pelnymi podalgebrami M,,(K') odpowiednio ksztalttéw (nq,ng, ..., ng)
oraz ({1,0s,...,4,), to dla dowolnej liczby i € {1,2,...,q} blok A;; = M,, (K) oraz
blok Bn = Mgz. (K),
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e jesli A oraz B sa D, podalgebrami M, (K) odpowiednio ksztaltéw (ni, na, ..., ny)
oraz ((1,0s,...,¢,;) II typu, to dla dowolnej liczby naturalnej i € {1,2,...,¢} bloki
A;; oraz B;; sa przemiennymi podalgebrami maksymalnych wymiaréw odpowiednio
algebr M,,, (K) oraz My, (K).

Podobnie jak powyzej nie bedziemy zaznaczac zerowych wyrazow w przypadku, kiedy roz-
patrujemy podzbiory algebr A oraz B. Na przyklad, jeslii € {1,2,..., ¢}, to przyjmujemy

nastepujace oznaczenia

Onl Ut On1 X101 Onl X1 0n1 XMiq1 e Onl XNg
Oni—l Oni—l Xn; Oni—l Xni41 7 Oni—1 Xng
Aii = -A’L’L 0ni><ni+1 Tt Onian 9
Oni+1 T Oni+1 Xng
On,
Onl Tt 0n1 X101 Bli Bl,i—l—l e qu
By ... By Onioy Bicti Bicvirn -+ Bicig
) = Bi; Biix1 - Biq
Bzz Biq
‘ Oni+1 e 0ni+1 Xng
On

q

Zgodnie z Definicja 1.0.17 symbolami C4 oraz Cg bedziemy oznaczali idealy generowane
przez wszystkie komutatory odpowiednio algebr A oraz B.

W rozwazaniach dotyczacych izomorfizmu D, podalgebr M, (K) II typu zastosuje-
my Stwierdzenie 3.1.7. Natomiast aby rozwigza¢ problem izomorfizmu petnych podalgebr
M, (K) typu (n1,ns,...,n,), oprzemy sie na nastepujacej charakteryzacji poteg radykatu
Jacobsona takich podalgebr.

Stwierdzenie 3.4.1. Niech A bedzie pelng podalgebrg M, (K) ksztattu (nq,na, ..., ng).
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Wtedy dla kazdej liczby naturalnej i € {1,2,...,q} ideal J(A)" jest réwny

Om . Om X1 Mm XMi41 (K) ce Mnlan(K)

My, _ixng () | - (3.4.1)

0

Ng—i+1XNg

Or,

Dowéd. Pokazemy, ze powyzszy wzor jest prawdziwy dla ¢ = 1. Wtedy postaé¢ J(A)’
dla dowolnej liczby i € {2,3,...,q} wynika z formuly na mnozenie macierzy blokowych.
Poniewaz w skonczenie wymiarowej algebrze radykat Jacobsona J(.A) jest maksymalnym

ideatem nilpotentnym, to zbiér

Om menz(K) mens(K) e menq(K>

0n2><n1 Ong Mngxng(K) e Mngan (K)

(3.4.2)

an,1 XMNg (K>

Ong s . . Oy 1 On,

zawiera sic w J(A). Pokazemy, ze przeciwne zawieranie jest tez prawdziwe. Przypu$émy
przeciwnie, ze istnieje macierz A € J(A), ktéra nie jest elementem zbioru opisanego

formula (3.4.2). Zapiszmy ja w postaci blokowo trojkatne;.

AH Alq
Aqq
gdzie Ayj € My,xn,; (K) dla 1 < i < j < ¢. Z udowodnionego zawierania wynika, ze do
ideatu J(A) nalezy réwniez macierz
All On1><n2 Onlan
A= :

Aqfl,qfl an_l XTg

Aqq
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Poniewaz macierz A nie nalezy do zbioru opisanego formuta (3.4.2), to dla pewnej liczby
j € {1,2,...,q} macierz Aj; jest niezerowa. Niech ay, bedzie jej niezerowym wyrazem.

Rozpatrzmy macierz E bedaca iloczynem

On]‘,1 On]',1 XN O’n]',1 XMNj41 s On]‘,1 On]',1 XN On]',1 XNj41
e 0 CA e 0
1k njXNj41 e /1 NjXNj41
0"j+1 0”j+1

Onj_l Onj_lxnj Onj_lxnj+1
- a/kfell O'I‘Lj XMNj41 e 9

0

Tj+1

gdzie e11, e1x, eq1 53 jedynkami macierzowymi algebry M, (K). Macierz E nalezy do J(A),
poniewaz radykat Jacobsona jest ideatem. Co wiecej, spetnia ona réwnoéé E? = ayE. Stad
wynika, ze E nie jest macierzg nilpotentna. Otrzymalismy sprzecznosé z tym, ze J(A) jest

ideatem nilpotentnym. To pokazuje drugie zawieranie i konczy dowdd. O]

Lemat 3.4.2. Niech ¢: A — B bedzie izomorfizmem D, podalgebr A oraz B algebry
M,(K) odpowiednio ksztaltow (ny,na,...,n,) oraz ({y,ls,...,0,) II typu. Wowczas dla
dowolnej liczby i € {1,2,...,q}

Bli qu

2 Aji

N

Dowéd. Niech i bedzie dowolna liczba ze zbioru {1,2,...,q}. Ze Stwierdzenia 3.1.7 wyni-

ka, ze

CYy - Aii ={0,} oraz A CIT = 140,},

Poniewaz ¢ jest izomorfizmem, a obraz izomorficzny ideatu C4 jest rowny Cg (patrz Uwaga

3.2.2), to otrzymujemy nastepujace réwnosci

Cs- Ay ={0,} oraz o Ay LCE =0,). (3.4.3)

W dowodzie oprzemy si¢ na dwéch ostatnich tozsamosciach z formuty (3.4.3).
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Zaczniemy od pokazania, ze dla dowolnej liczby s € {1,2,...,¢ — 1}

BH Bls Bl,S-H qu
@ Ass C Bis Bosrr ... B (3.4.4)
Ons+1 Ons+1,nq
On,g
Yir .-+ Yin
Niech Y = oot bedzie dowolng macierza ze zbioru ¢ Ass ,
Ynl .- Ynn

niech j bedzie dowolng liczbg naturalng taka, ze
O+l+ .+l <j<b+bh+. . Hli+lgp+.. .+l =n.

Wtedy ze Stwierdzenia 3.1.7 wynika, ze e;; € Cj. Zatem z pierwszej réwnosci w (3.4.3)

otrzymujemy tozsamosc

yjl yjn
0O ... 0

61jY: . . . :On
0O ... 0

Stad wiersze o numerach ¢y + 0o+ ...+ 0+ 1, 01 +lo+ ...+ s+ 2, ..., n macierzy Y sa

zerowe. Poniewaz Y jest dowolna macierza ze zbioru ¢ Ass , to pokazalismy

zawieranie (3.4.4).

Podobnie jak zawieranie (3.4.4) pokazujemy, ze dla dowolnej liczby ¢ € {2,3,...,¢}

Oy oo Opyscngy Bix ... Big
0 _ Bt—l t e Bt—l
A - et ’ 4 3.4.5
7 L = By ... By (8:4:5)
By
Powyzsze zawieranie dowodzimy, korzystajac z drugiej z rownosci w (3.4.3).
Z otrzymanych formut (3.4.4) i (3.4.5) wynika teza lematu. O

Wniosek 3.4.3. Niech A oraz B beda pelnymi podalgebrami M,,(K’) odpowiednio ksztal-
tow (nq,ng,...,n,) oraz (01,4s,...,4,). Niech p: A — B bedzie izomorfizmem algebr A
oraz B. Wtedy dla dowolnej liczby i € {1,2,..., ¢}

By ... By

A - : o
i By ... By
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Dowdd. Ze Stwierdzenia 3.4.1, dla dowolnej liczby i € {1,2,...,q}, wynikaja réwnosci

J(A) - Aii ={0,} oraz A - J(A) = {0,}.

Poniewaz obraz izomorficzny radykatu Jacobsona J(A) jest réwny radykatowi Jacobsona

J(B), to otrzymujemy, ze

J(B) - ¢ A ={0,} oraz o A - J(B)T = {0,}.

Idealy J(B) oraz Cp sa rowne, zatem powyzsze réownosci sa tozsame z rownosciami (3.4.3).

Na nich opiera sie dowod Lematu 3.4.2, wiec powtarzajac go, otrzymujemy teze wniosku.
m

Twierdzenie 3.4.4. Niech A i B bedg D, podalgebrami M, (K) ksztaltow odpowiednio
(n1,n9,...,nq) @ (b1,02,...,4,) II typu. Jesli algebry A oraz B sq izomorficzne, to dla
kazdego i € {1,2,...,q} algebra Aj; jest izomorficzna z algebrg B;; oraz spelniona jest

rownosé n; = ¥;.

Dowdéd. Niech p: A — B bedzie izomorfizmem algebr A i B. Poniewaz z Uwagi 3.2.2
©(C4) = Cg, to ¢ indukuje izomorfizm algebr ilorazowych p: A/C4 — B/Cg. Spelnia on
réwnosé p o my = mg o p, gdzie my oraz mg sg naturalnymi homomorfizmami algebr A
oraz B odpowiednio na algebry ilorazowe A/C4 oraz B/Cg.

Niech i € {1,2,...,q} bedzie dowolng liczba. Zastosujemy funkcje @ do pokazania

izomorfizmu algebr A;; oraz B;;. Z rownosci pomy = mg o p oraz Lematu 3.4.2 wynika, ze

Bi ... By

T A o B, Cr L . (346
A B|® B B ... Biq ( )

Ay

Jesli przeprowadzimy analogiczne rozumowanie z izomorfizmem algebr ¢=1: B — A, to

dostaniemy izomorfizm indukowany ¢—1: B/Cp — A/C4, dla ktérego

Ay oo Ay
P Bi; =m4 | " B;; Cma A“ Aziq . (3.4.7)
|
Na mocy Stwierdzenia 3.1.7 podzbiory
Ay oo Ay
TA Aii A A ‘ .Asiq
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algebry ilorazowej A/C4 mozemy utozsami¢ z podzbiorem A algebry A oraz

podzbiory
By . By
s B“ N s :
© © Bi ... B
algebry ilorazowej B/Cs mozemy utozsamié z podzbiorem Bi; algebry B. Stosujac

opisane utozsamienia do formut (3.4.6) i (3.4.7), otrzymujemy zawierania

%} A

N

Bii ) 9071 Bii

N

Aii

Poniewaz ¢! = %!, to wynika z nich réwnogé

© Aji = Bii

Zatem algebry A;; oraz B;; sa izomorficzne.
Aby zakonczy¢ dowdd, pozostaje pokazaé, ze n; = ¢;. Poniewaz A;; oraz B;; sa izomor-
ficznymi, przemiennymi podalgebrami M, (K) oraz M, (K) maksymalnych wymiaréw,

rownych odpowiednio 1 + VE il+ % , to

n; b
] e 5]

7 powyzszej réwnosci oraz podstawowych wlasnosci czesci catkowitej liczby rzeczywistej

wynika, ze n; = ¢;. Dow6d zostat zakonczony. O]

Korzystajac z dowodu poprzedniego twierdzenia, otrzymujemy nastepujacy wynik.

Wniosek 3.4.5. Niech A oraz B beda pelnymi podalgebrami M, (K') ksztaltow odpowied-
nio (nq,ne, ..., ng) oraz ({1,40s,...,¢,). Algebry A1i B sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego i € {1,2,...,q} speliona jest réwnos¢ n; = ¢;.

Dowdd. Jesli A oraz B sa pelnymi podalgebrami M, (K) tych samych ksztattéw, to A = B.
Zatem algebry A i B sg izomorficzne. To pokazuje jedng z implikacji.

Zalozmy, ze algebry A oraz B, ktore sa pelnymi podalgebrami M, (K), odpowied-
nio ksztattow (ny,ng,...,ng) 1 (01,42, ...,¢,), sa izomorficzne. Pokazemy, ze n; = /4,
ng = la, ..., ng = £, Niech ¢: A — B bedzie izomorfizmem algebr. Poniewaz obraz

izomorficzny radykatu Jacobsona algebry A jest rowny radykatowi Jacobsona algebry B,
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to otrzymujemy izomorfizm algebr ilorazowych : A/J(A) — B/J(B). Spelnia on réw-
no$¢ P omy = mg o ¢, gdzie T4 1 M sa naturalnymi homomorfizmami odpowiednio na
algebry ilorazowe A/ J(A) i B/J(B). Sprawdzimy, ze dla tak okreslonych funkeji @, 74, 75
spelione sa zaleznosci ze wzoréw (3.4.6) oraz (3.4.7). Zatézmy, ze i jest dowolna liczba
ze zbioru {1,2,... ¢q}. Na mocy Wniosku 3.4.3

Bli qu

¥ Aj; C : : )

wiec

Bli qu

TA Ai =75 | @ Aii C g

<

Pokazalismy, ze wzér (3.4.6) jest prawdziwy. Podobnie sprawdzamy, ze wzoér (3.4.7) jest

spetniony. Korzystajac ze Stwierdzenia 3.4.1 zbiory

Ay . Ay

A y A Aji oraz T4 : o

mozemy utozsami¢. Podobnie mozemy utozsamié¢ analogiczne podzbiory algebr B oraz

B/J(B). Te utozsamienia wraz ze wzorami (3.4.6) oraz (3.4.7) pokazuja izomorfizm algebr

A;; oraz By;. Wymiary izomorficznych algebr sg takie same, wiec
n? = dim Ay = dim By; = (2.
Z ostatniej rownosci wynika, ze n; = ¢;, co konczy dowdd. O

Pokazemy, ze w przeciwienstwie do Wniosku 3.4.5 implikacji z Twierdzenia 3.4.4 nie
mozemy odwroci¢. Nastepnie znajdziemy warunek réwnowazny temu, ze dwie D, pod-
algebry M,,(K) II typu, gdy K jest cialem algebraicznie domknietym, sa izomorficzne.
Wykorzystamy do tego przemienne podalgebry algebr macierzy maksymalnych wymia-
row z Przyktadu 2.1.2 oraz Stwierdzenia 2.1.8. Najpierw rozwazmy algebry

Ctl(K) _ K[t+ ( Otl ‘ Mt1xt2(K) ) oraz Ctz(K) _ K[t+ ( Ot2 ‘ Mt2><t1(K) > ’

Otz Xt1 Otz 0t1 Xto ‘ 0t1

gdzie t jest liczbg nieparzysta, wickszg lub réwna 3, oraz t; = EJ Lty = EJ +1. W Przykta-
dzie 2.1.2 uzasadniliémy, ze algebry C}(K) oraz C?(K) sa izomorficzne. Przez U(C}(K))
oraz U(C?(K)) bedziemy oznaczaé zbiory utworzone z tych macierzy nalezacych do algebr
CHK) oraz C*(K), ktérych wyrazy na gtéwnych przekatnych sa zerowe. Zatem

i) = (g Hglh). vt - (Gl {Rpt). eas
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Lemat 3.4.6. Niech A oraz B bedg D, podalgebrami M, (K) takiego samego ksztaltu
(n1,ne,...,ng) I typu. Zaléimy, Ze istnieje indeks j € {1,2,...,q}, dla ktorego liczba n;
jest nieparzysta, wieksza lub réwna 3 oraz A;; = C’ij(K), aBj; = C%j(K). Wtedy algebry

A oraz B nie sq izomorficzne.

Dowdéd. Przypusémy przeciwnie, ze algebry A oraz B, ktore speliajg zatozenia lematu,
sa izomorficzne. Niech ¢: A — B bedzie izomorfizmem algebr.

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy ¢ = 2. Nastepnie wykorzystamy zastosowane
argumenty do dowodu lematu, gdy ¢ jest dowolng liczba naturalng wigksza od 2.

Jesli ¢ = 2 oraz j = 1, to okredlmy podprzestrzen

Vi — ( U(Cil(K)) Ony sy (£) )CA C A. (3.4.9)

On2 Xni On2

Poniewaz przy izomorfizmie algebr ¢(C4) = Cp (patrz Uwaga 3.2.2) oraz obraz elementu

nilpotentnego jest nilpotentny, to

v (N M) ),

Poréwnamy wymiary przestrzeni V) oraz ¢(V;). Oznaczmy przez nq; liczbe L%J, a przez

nyo liczbe { J + 1. Ze Stwierdzenia 3.1.7 wynikaja rownosci

On1 ManngK
CA:CB:< 0 ( >>

Korzystajac dodatkowo ze wzoru (3.4.8) otrzymujemy, ze

Onlz 1\/In12><n11 (K) Onlzxnz(K)
dim‘/l = dim 07111 On11><7l2 ‘ < Onl MHIXM(K) )
0 Oy
n2
Onm 0n12><n11(K) Mn12><n2(K)
- dlm 0”11 0n11 Xng = n12n27
Opy
n11 N11><n12 (K) n11XN2(K)
dim (p(V) < dim TL12 n12><n2(K) . < On1 Mn16n2(K) )
822 "
0n11 n11 Xni1 Mnn Xn2 (K)
= dim On12 On12><n2 (K) = TN11Na.

O,y

Wymiary dowolnej podprzestrzeni algebry i izomorficznego obrazu tej podprzestrzeni sa
rowne, wiec
niang = dim V; = dim (V7)) < nyins.

Z ostatniej nierownosci otrzymujemy, ze nis < n11, co przeczy definicji liczb nyy i nqs.

68



Jesli ¢ = 2 oraz j = 2, to zdefiniujmy podprzestrzen

0 0 (K)
W =C " S CB. 3.4.10
5 ( Onens U(CL, (K) ) = (3.4.10)
Zastepujac w dowodzie poprzedniego przypadku ¢ izomorfizmem ¢~!, otrzymujemy
Om Om X1n21 Mnl ><7L22<K)
dim W = dim Onsy 013y x99 = NgaNq,
0”22
Om 0711 Xn22 Mm Xn21 (K)
dim gDil(W) < dim On22 On22><n21 = No1Ny,
Oy

gdzie nyp = {%J, Nogg = L%J + 1. Nastepnie z poréwnania wymiaréw dim W i dim o~ (WW)
takze dostajemy sprzecznosé. To pokazuje, ze lemat jest prawdziwy dla ¢ = 2.

Zatozmy, ze q¢ > 2. Poniewaz ¢(C3) = C%, to istnieje izomorfizm algebr ilorazowych
»: A/C4 — B/C% spehiajacy réwno$¢ g o g = mg o ¢, gdzie m4 1 75 sa naturalnymi
homomorfizmami odpowiednio na algebry A/C% i B/C%. Podobny izomorfizm uzywali$my
w dowodzie Twierdzenia 3.4.4. Jedli z € A,y € B, to element m4(x) bedziemy oznaczaé
przez T, natomiast element m5(y) bedziemy oznaczaé przez 3. Na mocy Stwierdzenia 3.1.7
kazdy element algebry ilorazowej .A/C% mozemy utozsamic¢ z dokladnie jednym elementem

zbioru
All AIQ 07’L1 Xns3 e 07’11 Xng

C A (3.4.11)

Ong_axng
Ag-14
Agq
Dowolny element algebry ilorazowej B/C% mozemy utozsamié¢ z analogicznie okreglonym
podzbiorem B.

Jesli j < ¢, to uogdélnimy konstrukeje zbioru (3.4.9), a jesli 7 = ¢, to uogdlnimy kon-
strukcje zbioru (3.4.10). Analogicznie jak w przypadku, gdy ¢ = 2 poréwnamy wymiary
pewnych zbioréw z ich obrazami izomorficznymi. Dla dowolnego j przez nj; oraz njo

n;

bedziemy oznacza¢ odpowiednio liczby {7J oraz VQ—]J + 1.

Zatozmy, ze j € {1,2,...,q — 1}. OkreSlmy podprzestrzen

Vi=|_ |UICL(K)) | |CaC A/Ch.

Korzystajac z utozsamienia elementéw algebry ilorazowej z elementami (3.4.11) i z drugiej
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réwnosci w (3.4.8), otrzymujemy

0n1 AlQ 0n1Xn3 e Onl XMNg
dim V; = dim U(Cy,(K)) Ong s,
Aq—Lq
0,,
— dim(U(ng (K)) . Ajj+1> — dim (( . Onj2 Mnj2 XTle(K> ) . Mnjxnj+1(K) )
nj1 X1;2 nj1

= My2 - M1

Wyznaczymy wymiar obrazu p(V;). Z réwnosci poma = mg o ¢ oraz tego, ze ¢(Ca) = Cp

wynika, ze

e(Vi)) =¢ U(C;,(K)) p(Ca) = ¢ U(C;,(K)) Cs.

Korzystajac dodatkowo z Lematu 3.4.2, otrzymujemy zawieranie

Blj Blj+1 . qu
p(V;) € Bi_1; Bi1j41 - Bj-ig Cs.
UGy, (K) Bjjn - By

Podobnie jak znalezlismy wymiar przestrzeni V;, sprawdzamy, ze wymiar przestrzeni po

prawej stronie ostatniego zawierania jest réwny

0 Mnjlxnjz(K)

nj2 Xnj1 n;2

A (U(CH () 8g1) = i { ) M s B)) =

Pokazalismy, ze dimV; = njs - njyq oraz, ze dimp(V;) < nji - nji1. Poniewaz wymia-
ry dimV; oraz dim@(V;) sa réwne, to dostajemy nieréwnosé njo < nj;. OtrzymaliSmy
sprzecznos¢ z definicjg liczb nj; oraz njs.

Aby zakonczy¢ dowdd, zatdézmy, ze j = q. Okreslmy podprzestrzen

W=t (Sermy) €5

Ze Stwierdzenia 3.1.7 oraz z pierwszej réownosci w (3.4.8) wynika, ze wymiar przestrzeni

W jest rowny

dim (qu : U(Clq(K))) = dim <Mmmq(K) - ( 0 Onis Maguxna (K) )) = N1Nga.

" 0
Ng2 XMNgl Ng2
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Poniewaz ¢! jest izomorfizmem algebr, to ¢! (Cs) = C4 oraz obraz elementu nilpotent-

nego jest elementem nilpotentnym. Stad wynika, ze

An A12 s Alq

e (W) =C4 ! (( UCLE) )) ccyt Aq;;;q_l qu_l,q
U(Cy, (K))

Podobnie jak znalezliSmy wymiar przestrzeni W, znajdujemy wymiar przestrzeni znajdu-

jacej sie po prawej stronie powyzszego zawieranie i dostajemy nieréwnosé

dim ™ (W) < dim (A, - U(CZ (K)) = mang.

Tq

Z poréwnania wymiaréw dim W oraz dim ¢~} (W) otrzymujemy, ze n, < ng. Przeczy to

definicji liczb nge oraz ng 1 konczy dowod. O

W nastepny twierdzeniu podamy warunki konieczne i wystarczajace na to, aby D, pod-
algebry M,,(K) II typu, gdzie K jest ciatem algebraicznie domknietym, byty izomorficzne.
Uzyskamy taka sama charakteryzacje jak w Twierdzeniu 3.3.6. Zatem w rozwazanym przez

nas przypadku algebry sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy sa sprzezone.

Twierdzenie 3.4.7. Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym i nich A oraz B
bedg D, podalgebrami M, (K) odpowiednio ksztaltow (ni,na,...,n,) oraz (1,0, . .., 0,)
II typu. Algebry A oraz B sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego j €
{1,2,...,q} liczby nj i £ sq réwne oraz algebry Aj; i Bjj;, bedqce podalgebrami M, (K),

sq sprzezone.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze A oraz B sa D, podalgebrami M,,(K') tego samego ksztattu
(n1,n2,...,ng) II typu takimi, ze dla kazdego j € {1,2,...,q} algebry A;; oraz Bj; sa
sprzezone. Wtedy z Twierdzenia 3.3.6 podalgebry A oraz B sg sprzezone, wiec sg one
izomorficzne. To dowodzi jednej z implikacji.

Zalozmy teraz, ze A oraz B sa izomorficznymi D, podalgebrami M,,(K’) odpowiednio

ksztaltow (ni,no,...,n,) oraz ({1,0s,...,4,) II typu. Wtedy z Twierdzenia 3.4.4
n1:€1, 712:62, cey nngq

oraz dla dowolnej liczby j € {1,2,..., ¢} algebry A;; oraz B;; sa izomorficzne. Poniewaz

Aj; oraz Bj; sa przemiennymi podalgebrami M, (K') maksymalnych wymiaréw nad ciatem

algebraicznie domknigtym K, to z Wniosku 2.1.9 istniejg liczby naturalne s; i t; oraz

macierze odwracalne Xj;,Y); € M, (K) takie, ze

X' A Xy = Ci(K) 1 Yy B,V = O (K). (3.4.12)

n n
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Pokazemy, ze z izomorfizmu algebr A oraz B wynika, ze ponizej okreslone, blokowo tréj-

katne podalgebry A’ oraz B’ algebry M,,(K) sa izomorficzne

Cﬁ (K> menz (K> U menq (K>
A = ,
Orszzj (K) anqan(K)
Cre(K)
Crtzll (K) menz (K) e menq (K)
B =
01157,2711 (K) anfl an(K)

Cr (K)

Istotnie, sa to D, podalgebry M, (K) ksztaltu (ni, no,...,n,) Il typu. Zatem z formuty
(3.4.12) oraz Twierdzenia 3.3.6 dostajemy, ze algebry A i A’ sa sprzezone, podobnie
algebry B i B’ sg sprzezone. Poniewaz algebry A i B sg izomorficzne, to sprzezone z nimi
algebry A’ i B’ sg takze izomorficzne.

Udowodnimy, ze algebry A’ oraz B’ sa rowne. Niech j bedzie dowolng liczba ze zbioru
{1,2,...,q}. Z Twierdzenia 3.4.4 wynika, ze algebry Cy’(K) i Cyi,(K) sa izomorficzne.
Z Wniosku 2.1.9 taki izomorfizm jest mozliwy jedynie, gdy s; = t; lub n; jest liczba
nieparzysta, wieksza lub réwna 3 i (s;,t;) = (1,2) albo (s;,t;) = (2,1). Jednak jesli
(sj,t;) = (1,2) lub (s;,t;) = (2,1), to na mocy Lematu 3.4.6 algebry A" oraz B’ nie sa
izomorficzne. Otrzymana sprzecznosé¢ pokazuje, ze A" =

Z réwnosci algebr A’ oraz B’ oraz formuly (3.4.12) wynika, ze
_ , 1
ijlAijjj 1BJJY;]7 wiec (XJJY;j ) Ajj (XJJY;J ) B;;.

Poniewaz liczba j jest dowolna, to pokazaliSmy, ze diagonalne bloki algebr A i B sg

sprzezone. Dowdd zostal zakonczony. O

Uzasadniajac prawdziwos$¢ drugiej z implikacji, udowodnilismy, ze dla kazdej liczby
j € {1,2...,q} diagonalne bloki A;; oraz Bj;, odpowiednio podalgebr A oraz B, sa
sprzezone z doktadnie jedng algebra Cffj (K) dla pewnej liczby naturalnej ¢;. Otrzymujemy
zatem nastepujacy wniosek.
Wniosek 3.4.8. Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknigtym i niech A oraz B beda D,
podalgebrami M,,(K) odpowiednio ksztaltéw (ny, na,...,n,) oraz (¢1,40s,...,¢,) II typu.
Algebry A oraz B sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego j € {1,2,...,q}
liczby n; oraz {; sa réwne i istnieje doktadnie jedna liczba naturalna ¢; taka, ze algebry

A;; oraz Bj;, bedace podalgebrami M, (K), sa sprz¢zone z C’fljj(K ).
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3.5 D, podalgebry III typu

W tym podrozdziale znajdziemy jawny wzoér na maksymalny wymiar D, podalgebry
M, (K). Otrzymamy go ze szczegblowej analizy ciagéw liczb naturalnych (ny, no, ..., ng)
takich, ze D, podalgebry M,,(K) ksztaltu (ny,no,...,n,) maja maksymalny wymiar. Na
rozwazanych podalgebrach zilustrujemy wyniki dotyczace probleméw sprzezen oraz izo-
morfizméw D, podalgebr M, (K'), otrzymane we wczesniejszych podrozdziatach. Przedsta-
wione rezultaty pochodza z Rozdzialu 6 pracy [49] autorstwa van Wyka i Ziembowskiego.
Pomimo tego, ze maja one bardziej rachunkowy charakter, podajemy je wraz z dowodami
dla pelosci rozwazan.

Na poczatku Rozdzialu 3 (patrz wzér (3.1.7)) pokazaliSmy, ze wymiar dowolnej D,
podalgebry A algebry M,,(K) ksztaltu (ny, na,...,n,) II typu jest rowny

Z powyzszego wzoru wynika nastepujacy wniosek.

Wniosek 3.5.1. Niech o bedzie dowolna permutacja zbioru {1,2,...,q}. Jezeli A jest
D, podalgebra M, (K) ksztaltu (ni,ng,...,n,) II typu, to kazda D, podalgebra M, (K)
ksztaltu (ny(1), No(2), - - -, No(g)) 11 typu ma ten sam wymiar co algebra A. Gdy algebra A
jest Dy podalgebra M, (K) ksztattu (n1, no, ..., ng) Il typu, to ciag (ne(1), Ne(2), - - - » No(q))
wyznacza D, podalgebre M, (K) ksztaltu (n,ay, ne(2), - - -, e(g)) L typu.

Lemat 3.5.2. Nich A bedzie D, podalgebrg M, (K) ksztattu (ny,na, ... ,ng) II typu takg,
ze ng —ny| = 2. Nich B bedzie dowolng D, podalgebrg M, (K) II typu ksztattu

a) (n1+1,ne —1,n3,n4,...,ny), jesli ng —ny > 2,
b) (n1 —1,na+ 1,n3,n4,...,n,), jesli ng —ng > 2.

Wtedy dim B — dim A > 0 ¢ réwno$é dim B = dim A zachodzi jedynie, gdy liczby ny oraz

ny sq parzyste takie, Ze |ny —ny| = 2.

Dowdd. Udowodnimy teze z zalozeniem, ze spetniony jest warunek a). Dowdéd w drugim
przypadku jest analogiczny.
Okreélmy funkcje f: N? — N wzorem

n? (0 |

gdzie 01,0, ..., ¢, € N. Wtedy na mocy wzoru (3.1.7) dim B = f(ni+1,n2—1,n3...,ny),

natomiast dim A = f(ny,ne,...,n,). Zatem réznica dim B — dim A jest réwna

(-3 (o -
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= (M= 1 (- 1) {WJ - EJ " V”{IUQJ - {’fJ

e = I o B

Rozpatrzymy wyrazenie (3.5.1) w zaleznosci od parzystosci liczb ny, ns.

Zat6zmy najpierw, ze liczby n i no sa nieparzyste. Zapiszmy n; = 2k;+11iny = 2ky+1
dla pewnych kq, ks € NU{0}. Poniewaz ny —ny > 2, to ka — k; > 1. Po podstawieniu do
(3.5.1) otrzymujemy

4k2 + 8k, + 4 4k2 1+ 4k, + 1 42 4K2 + 4ky + 1
2k2_2k1_1+{ 2 1 8k + J_{ 2+ 4k + JJF{QJ_{ 2 + 2+J

4 4 4 4
= ey — 2k — 14+ (K2 + 2k + 1 — k2 —Joy) + (k2 — k2 — k) = kop — Koy > 1.

Poniewaz wyrazenie (3.5.1) jest réwne réznicy dim B — dim A, to w rozpatrywanym przy-
padku pokazalismy, ze dim B — dim A > 1. Podobnie sprawdzamy, ze dim B —dim A > 1,
gdy liczby n; i ny sg réznej parzystosci.

Na koniec zatézmy, ze liczby n; i no sa parzyste. Niech ny = 2k i no = 2ky dla pewnych
ki, ke € N. Wtedy jak w pierwszym przypadku ko — ky > 1, a formuta (3.5.1) przyjmuje
postaé

kg —2ky — 1+ (ki + k1 — k) + (k3 — ko —K5) =ky —ky — 1> 0.

Poniewaz wyrazenie (3.5.1) jest réwne r6znicy dim B — dim A, to

dim B = dim A dla ko = ki + 1,
dimB —dimA>1 dla ks #k +1.

Pokazalismy, ze nieréwnos¢ dim B — dim A > 0 jest spelniona niezaleznie od parzystosci
liczb ny,ne. UdowodniliSmy réowniez, ze dimB = dim A jedynie, gdy liczby n; i ns sa

parzyste takie, ze ny = n; + 2. To konczy dowdd. O]

Twierdzenie 3.5.3. Niech n i q bedq liczbami naturalnymi takimi, Ze 2 < g < n i niech r
bedzie resztq z dzielenia liczby n przez q. Wiedy maksymalny wymiar D, podalgebry M, (K)

jest rowny

n2+q—1((q—r) {ZJZ%-r({ZJ—I—l)Q)%-(q—T) 4 +r (GEDE

2 2 4 4

Przyktadem D, podalgebry M, (K) takiego wymiaru jest dowolna D, podalgebra M, (K)

N (7 S e

g-T razy T razy

11T typu.
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Dowéd. Maksymalny mozliwy wymiar D, podalgebry M, (K) jest rowny wymiarowi do-
wolnej D, podalgebry A algebry M, (K) ksztaltu (ni,ne,...,n,) I typu. Pokazemy,
ze wychodzac od wspomnianej algebry A, mozemy skonstruowa¢ D, podalgebre B alge-
bry M, (K) ksztattu (¢, 0s,...,¢,) III typu taka, ze |¢; — ¢;| < 1 dla dowolnych i,j €
{1,2,...,q}.

Jezeli |n; —n;| < 1 dla dowolnych 4, j € {1,2,..., ¢}, to za algebre B mozemy przyjaé
algebre A. Zalézmy, ze istnieja ¢,7 € {1,2,...,q} takie, ze |n, — n;| > 2. OkreSlmy
permutacje o = (1¢)(24). Z Wniosku 3.5.1 wynika, Ze ciag (o(1), No(2); - - - s Mo (q)) WyzDacza
D, podalgebre M, (K) III typu. Niech wiec A" bedzie dowolng D, podalgebra M, (K)
ksztaltu (ng(1), Ne(2),-- -, No(q) I typu. Na mocy Lematu 3.5.2 zastosowanego do A’
otrzymujemy, ze liczby n; oraz n; sg parzyste i spelniaja réwnos¢ |n; — n;| = 2. Istotnie,
w przeciwnym przypadku mozemy znalezé D, podalgebre M, (K) wiekszego wymiaru niz
A’ co jest niemozliwe. Jedli n, = n; + 2, to znéw z Lematu 3.5.2 wynika, ze ksztalt
(ni — 1,n; + 1,n03), - - -, No(q)) Wyznacza D, podalgebre M, (K) III typu. Analogicznie,
jedli n; = nj — 2, to ksztalt (n; + 1,n; — 1,n4(3),...,N0(q) Wyznacza D, podalgebre
M, (K) III typu. Gdy [ny() — ne(s)| < 1 dla dowolnych r,s € {3,4,...,q}, to za algebre
B mozemy przyjac¢ jedng z D, podalgebr M, (K) ksztattu (n; — 1,n; + 1,n5(3), - - -, No(q))
albo (n; + 1,1 — 1, ng(3), - - ., Nu(g)) 1 typu.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy istniejg r, s € {3,4, ..., ¢} takie, Ze [Ny — No(s)| >
1. Poniewaz ciag (Ne(1), No(2): Mo (3), No(a)s - - - » Na(g)) Wyznacza Dy podalgebre M, (K) III
typu, to ze wzoru (3.1.7) wynika, Ze ciag (N (3), No(a); - - -, Na(q)) Wyznacza Dy_o podal-
gebre M,,_,,,_,,(K) III typu. Postepujac jak w poprzednim akapicie, otrzymamy D,_,
podalgebre M,,_,,, _n, (K) ksztaltu

(nr — L,ng + 1,n60), ..., No(g))  albo  (n, + 1,105 — 1, 065), - - ., No(q))

1T typu, gdzie odpowiednio n, = ns+ 2 albo n,, = ngy — 2. Zatem przy pewnej kombinacji
znakow ciag
(it Ln; £1,n, £ 1,n,£1,00),. .., N0()

ktéry ma pierwsze 4 wspélrzedne takie same, wyznacza D, podalgebrg M, (K) III ty-
pu. Kontynuujac to rozumowanie, znajdziemy D, podalgebre B algebry M, (K') ksztattu
(01, 0y, ..., L) 111 typu taka, ze |¢; — ¢;| < 1 dla dowolnych ¢,j € {1,2,...,¢}.

Znajdziemy teraz wymiar algebry B. W tym celu pokazemy, ze liczby /¢1,0s,...,¢,
okreslajace ksztalt B sg réwne m lub HJ + 1. Z wtasnosci czesci catkowitej wynika, ze

jesli ¢; < HJ dla kazdego i € {1,2,...,q}, to
q
Z@ <q VL
i=1 q

a jesli £; > VJ dla kazdego i € {1,2,...,q}, to

q
q
Zfi>Q<

=1

<q-"=n, (3.5.2)
q

ZJ + 1) > . (3.5.3)
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Nieréwnosci (3.5.2) oraz (3.5.3) przecza temu, ze ciag (¢q,0s,...,{,) wyznacza ksztalt
podalgebry M, (K). Stad oraz z nieréwnosci |[¢; — ¢;| < 1 dla dowolnych 7, j wynika, ze

istnieje t € {1,2,...,q} takie, ze n, = EJ Korzystajac ponownie ze stosowanej przed

1}

z 1
q
ly+.. .+, <n, conie jest prawda. Zatem pokazalismy, ze {1,4s,...,{, € {

chwila nier6wnosci, dostajemy, ze

61762,...,6(] € {\‘nJ —]., \‘TLJ} lub 61,52,...,&] c {\‘nJ , \‘
q q q

Jesli pewna liczba /; < BJ, a pozostale liczby nalezg do zbioru ﬂ

< |3
+

Rozpatrzmy nastepujacy zbior

I:{ie{l,Z,...,q}:&: E‘JH}

Zauwazmy, ze jest to podzbior {1,2,..., ¢}, r6zny od niego, poniewaz ¢, = EJ ¢ I. Stad

wynika, ze zbiér I ma mniej niz g elementow. Co wiecej, liczba elementéw zbioru I spehia

o= gtem ez ) ol o

To pokazuje, ze jest ona reszta z dzielenia n przez q. Udowodnilismy, ze podalgebra B jest
D, podalgebra M, (K) ksztattu

(el L)

q — T razy T razy

réwnosé

IIT typu, gdzie r jest reszta z dzielenia n przez q. Ze wzoru (3.1.7)

ams= a5 (5= [4]) =50 (oo 2 oo (2]

(L8] +1)°

co konczy dowdd. O

Jedli ¢ = 2, a n jest liczba podzielng przez 4, to we wzorze wystepujacym w Twier-
dzeniu 3.5.3 mozemy pomina¢ symbol cze$¢ catkowitej i otrzymujemy, ze maksymalny

wymiar Dy podalgebry M, (K) jest réwny

n? n\ 2 (2)? 3n?
Z 49 (= 2.2/ 94 77 0.4
2 + <2> * 4 + 8 (35 )

Natomiast, dla dowolnej liczby naturalnej n prawdziwy jest nastepujacy wzor.

Wniosek 3.5.4. Maksymalny wymiar Dy podalgebry M, (K) jest rowny 2 + l%J
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Dowéd. 7 Twierdzenia 3.5.3 wynika, ze wymiar maksymalnej Dy podalgebry M,,(K) jest

rowny:

B

9 2
o %2 +2 - {%J +2 V 4J J, jesli n jest liczba parzysta,

° %2 +2— % {%JQ — % Q%J + 1)2 + V%JQJ + VBJ;A)QJ , jesli n jest liczba nieparzysta.

Przyjmijmy oznaczenia

s<n):2+{3ng, Tl(n):75+2_m2+2 [E;Ja |
R (N e

Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy pokazad, ze

S(n) = Ti(n), jesli n jest liczba parzysta,
| Tz(n), jeslin jest liczba nieparzysta.
Sprawdzimy te rownosci, rozpatrujac mozliwe parzystosci liczb n oraz {%J
Jedli liczby n i {gJ sg parzyste, to n jest liczba podzielng przez 4. Wtedy réwnosé

S(n) = Ti(n) pokazalismy we wzorze (3.5.4).
Zatozmy, ze liczba n jest parzysta, a liczba {%J jest nieparzysta. Niech {%J =2k+1
dla pewnej liczby k € NU {0}. Wtedy n = 4k + 2, wiec

3. (16k* + 16k +4)
8

16k% + 16k + 4
2

S(n):S(4k+2):2+{ J:6k2+6k+3,

Ty(n) = Ty (4k + 2) =

42 1 4k 4 1
+2—(4k2+4k+1)+2{++J

4
= 6k + 6k + 3.

Udowodnili$my, ze S(n) = T1(n) dla dowolnej liczby parzystej n.
Podobnie sprawdzamy, ze S(n) = Ty(n) dla dowolnej liczby nieparzystej n. To konczy
dowdd. O

Twierdzenie 3.5.5. Niech n oraz q bedg liczbami naturalnymai takimi, ze ¢ < n i niech r
bedzie resztq z dzielenia n przez q. Cigg liczb (ny,na, . .., n,) wyznacza pewng D, podalgebre
M,(K) ksztaltu (ny,ne,...,ng) I typu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje permutacja o
zbioru {1,2,...,q}, dla ktorej spelniony jest jeden z poniiszych warunkéw:

a) Liczba bJ jest parzysta oraz istnieje liczba s € {0, 1,..., EJ} taka, Ze

(na(l),na(g),...,ng(q)) = (\‘QJ ey \‘QJ’ \‘QJ +1,..., \\QJ + 1, \‘qJ +2,..., \‘qJ +2>.

q—1r+s razy r —2s razy s razy
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b) Liczba EJ jest nieparzysta oraz istnieje liczba t € {O, 1,..., {%J} taka, zZe

oty Mooy 1) = (M T M Y M M M i1 M +1>.

t razy q—1r —2t razy T+t razy

Dowdd. Niech (nq,no,...,n,) bedzie ciagiem liczb, dla ktérych istnieje permutacja o spel-

niajaca warunek a) lub b). W przypadku, gdy spelniony jest warunek a), otrzymujemy,

fmarsols o5 ) (59 - -

Ostatnia z réwnosci w powyzszym wzorze wynika z tego, ze r jest reszta z dzielenia liczby n

ze

przez q. Podobnie sprawdzamy, ze >°7_; n; = n, gdy speliony jest warunek b). Ze wzgledu
na otrzymang roéwnosé¢, mozemy okresli¢c D, podalgebre M, (K) ksztaltu (ny, na, ..., ny)
IT typu. Oznaczmy ja przez A. Ponizej pokazemy, ze A jest D, podalgebra M, (K) III
typu, co udowodni jedna z implikacji.

Zat6zmy najpierw, ze spelniony jest warunek a). Wtedy liczba kJ jest parzysta oraz

istnieje liczba s € {O, 1,..., EJ } taka, ze '

(R, o -+ oi)) = (M M M I M 1, M fo M +2).

q— 1+ s razy r — 2s razy s razy

Z powyzszej rownosci wynika, ze w ciagu (ny, na, ..., n,) jest ¢ — r + s liczb réwnych EJ
oraz s liczb réwnych EJ + 2. Mamy wiec s par liczb parzystych, ktére réznig sie o 2.
Niech ng = EJ oraz n; = EJ +2 dla pewnych s,t € {1,2,...,q}. Wtedy z Wniosku 3.5.1

i Lematu 3.5.2 wynika, ze dowolna D, podalgebra M,,(K) ksztattu (¢, (s, ..., ¢,) II typu,

gdzie
n;+1, jeslit=s,
n;, jeslic € {1,2,...,¢} \ {s,t},

ma ten sam wymiar co algebra A. Postepujac tak samo z innymi parami liczb parzystych,

ktére roznia si¢ o 2, otrzymujemy, ze dowolna D, podalgebra M,,(K) ksztaltu

(b

q — T razy T razy

IT typu ma ten sam wymiar co algebra A. Zatem z Twierdzenia 3.5.3 dostajemy, ze A jest
D, podalgebra M,,(K) maksymalnego wymiaru. Stad wynika, ze jest ona D, podalgebra
M, (K) ksztaltu (ny, ng, ..., n,) I typu.

Jesli speliony jest warunek b), to podobnie pokazujemy, ze A jest D, podalgebra
M, (K) ksztaltu (nq,no,...,n,) III typu. UdowodniliSmy jedna z implikacji.
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Zalézmy teraz, ze A jest D, podalgebra M, (K) ksztattu (ni,ns,...,n,) III typu.
Pokazemy, ze dla pewnej permutacji o zbioru {1,2,...,q} ciag (ni,ne,...,n,) spelia
jeden z warunkéw a) lub b).

Rozpatrzmy najpierw sytuacje taka, ze istnieja liczby s,t € {1,2,...,q}, dla ktérych
|ny — ng| > 2. Wtedy na mocy Wniosku 3.5.1 ciag (¢4, s, ..., {,), gdzie

ng, jeslii=1,
ng, jeslii =2,
l; =< nq, Jjeslit=s,
ng, jeslii=t,
n;, jesliie{3,4,...,q}\ {s,t},
takze wyznacza D, podalgebre M, (K) III typu. Zatem z Lematu 3.5.2 wynika, ze liczby
ng oraz n; sa parzyste i spelniaja réwnosé |n, — ns| = 2. Powtarzajac to rozumowanie,

otrzymujemy, ze dla dowolnych i,j € {1,2,...,q}
) 0lub 2, jesli liczby n; oraz n; sa parzyste,
i = my] = { 0lub 1 w przeciwnym przypadku. (3.5.5)

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3.5.3, gdzie rozwazaliSmy nier6wnosci (3.5.2) oraz
(3.5.3), nie moga by¢ spelnione nieréwnosci ny,ny ..., n, < HJ ani ny,Na, ..., NG > EJ

Stad oraz z warunku (3.5.5) wynika, ze zachodzi jeden z ponizszych przypadkow:
{l5]-

J {ZJ -1, EJ} dla liczby parzystej EJ ,
Ny, Na,...,Ng € H%J—l
J "La

2,

EJ : {%J + 1} dla liczby nieparzystej EJ : (3.5.6)

{12] . |2] +1.]2] +2} dialiczby parzystej| 2]

Jesli EJ jest liczbg parzysta, ni,ng,...,n, € {BJ -2, EJ -1, BJ} oraz istnieje

indeks 7, dla ktorego n; < EJ, to

n
n1+n2+...+nq<q{qJ <n.

UzyskaliSmy sprzeczno$é¢ z tym, ze ciag (ni,na,...,n,) wyznacza podalgebre M, (K)
ksztaltu (nq, ne, ..., n,). Zatem mozemy ograniczy¢ si¢ do drugiego i trzeciego przypadku
z formuty (3.5.6).

Jesli EJ jest liczbg nieparzysta oraz ny,ng,...,n, € H%J -1, EJ , EJ + 1}, wtedy
istnieja liczby a, b, c € NU{0} speliajace réwnosé a4 b+ ¢ = ¢ oraz permutacja o zbioru
{1,2,...,q}, dla ktoérych

n n n
Mo (1), Mo (2)s - - - » N =(|—-|-1,...,]—|—1,|—|,
(M (1)s No(2) @) <{qJ {qJ {qJ
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Poniewaz ny +ng + ... +n4 = n, to

(o)l oo

Stadc=n—q m 4+a = r+a, natomiast b = ¢—a—c = ¢—r—2a. Liczba b jest naturalna,

wiec z ostatniej rownosci wynika nieréwnosé a < {%J Pokazalismy, ze przyjmujac za t

liczbe a, ciag (n1, na, ..., n,) spetnia warunek b).
Podobnie pokazujemy, ze jesli ni,ng,...,n, € H%J , EJ +1, EJ + 2}, gdzie EJ jest
liczbg parzysta, to spetniony jest warunek a). Zatem zakonczyliémy dowdd. m

Przyktad 3.5.6. Niech (ny,ng, ns, nyg, ns) bedzie ciagiem liczb naturalnych takich, ze ny <
ny < n3 < nyg < ny, ktéry wyznacza Dy podalgebre My, (K) IIT typu. Wéwezas stosujac

oznaczenia z Twierdzenia 3.5.5, mamy n = 14, ¢ = 5, bJ = 2, r = 4. Zatem na mocy

podpunktu a) tego twierdzenia ciag (ni, ne, ng, ng, ns) jest réwny

(2,3,3,3,3), (2,2,3,3,4) lub (2,2,2,4,4). (3.5.7)

Jesli nie bedziemy zaktadali, ze n; < no < ng < nyg < ng, to otrzymamy odpowiednio

4, 2,5—'2, —1 =29 lub 3,5—'2, — 1 = 9 dodatkowych ciagéw, ktérym moze by¢ rowny ciag
(nh Na, N3, Ny, n5>‘
Zatézmy, ze ciag (nq1,na,...,n7), gdzie ny < ny < ... < ny, wyznacza D; podalgebre

My (K) IIT typu. W tym przypadku liczby wystepujace w Twierdzeniu 3.5.5 to n = 22,
q=1T1, {%J = 3, r = 1. Wtedy na mocy podpunktu b) tego twierdzenia ciag (n, no, ..., ns)

jest rowny

(3,3,3,3,3,3,4), (2,3,3,3,3,4,4), (2,2,3,3,4,4,4) lub (2,2,2,4,4,4,4).

Nie zaktadajgc nieréwnosci pomiedzy liczbami nq,ng, ..., ng, otrzymujemy odpowiednio
6, % —1 =104 %:3, — 1 = 209 lub 3,7—'4, — 1 = 34 dodatkowych mozliwosci na ciag
(nl,ng, c. ,77,7).

Na mocy Wniosku 3.2.6 kazda D, podalgebra M,,(K) maksymalnego wymiaru jest
sprzezona z D, podalgebra M, (K') pewnego ksztattu (nq,ne,. .., n,) Il typu. Zatem korzy-
stajac z Twierdzenia 3.3.6 otrzymujemy, ze klasy sprzezonosci D, podalgebr M, (K') mak-
symalnego wymiaru sa wyznaczone przez pewne ciggi liczb naturalnych (ny, n, ..., n,),
dla ktérych Y, n; = n oraz ciagi (A, Ao, ..., A,;) przemiennych podalgebr maksymal-
nych wymiaréw odpowiednio algebr M, (K), My, (K), ..., M, (K).

Zatozmy, ze K jest ciatlem algebraicznie domknietym. Wtedy z Twierdzenia 3.4.7 wy-
nika, ze klasy sprzezonosci oraz klasy algebr izomorficznych wéréd D, podalgebr M, (K)
maksymalnego wymiaru sa takie same. Co wiecej, z Wniosku 2.1.9 za ciagi (A, A, . . ., A,)

zdefiniowane we wczesniejszym akapicie mozemy przyjaé ciagi
t t t
(C (K), G (K, ..., G (K)),
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gdzie przez Cl (K) dlai € {1,2,...,q} oraz liczby naturalnej ¢; zaleznej od n;, oznaczany
przemienna podalgebre M, (K) maksymalnego wymiaru okreslona w Przyktadzie 2.1.2,
jesli n; € {1,4,5,...} oraz okre$lona w Stwierdzeniu 2.1.8, jesli n; € {2,3}. Na przyklad,
klasy sprzezonosci jak i klasy algebr izomorficznych wéréd Ds podalgebr My, (K) maksy-
malnych wymiaréw wyznaczone sa przez permutacje ciagéw z formuty (3.5.7) oraz zalezne

od nich ciagi algebr, w ktorych wystepuje doktadnie 5 algebr sposrod
Cy(K), C3(K), C5(K), C3(K), C3(K), C5(K), C3(K), Ci (K).

Wniosek 3.5.7. Niech ny, ny oraz n beda liczbami naturalnymi takimi, ze ny + ns = n.
Ciag (n1, ng) wyznacza Dy podalgebre M,,(K) III typu wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony

jest jeden z ponizszych warunkow:

a) liczba n jest nieparzysta i (nq,n) € {({%J ; {%J + 1) , Q%J +1, L%D}a
b) n =21 (n,ng) = (1,1),

c) liczba n jest podzielna przez 4 i (ny,ng) = (%, %),

d) n # 2, reszta z dzielenia liczby n przez 4 jest réwna 2 i

o< {(3 180, (33120}

Dowdéd. Niech (ni,ns) bedzie ciagiem liczb naturalnych, dla ktérych ny; + ny = n oraz
speliony jest warunek a), b), ¢) lub d). Gdy pokazemy, ze ciag (n1,ns) wyznacza Do
podalgebre M, (K) I1I typu, to zakonczymy dowdd jednej z implikacji. W tym celu spraw-
dzimy, ze istnieje permutacja o zbioru {1, 2}, dla ktérej prawdziwy jest jeden z warunkow
w Twierdzeniu 3.5.5. Ze wzgledu na to, ze dow6éd w kazdym z czterech przypadkéw jest
podobny, ograniczymy sie do sytuacji, w ktérych spelnione sa warunki a) lub d) z wniosku.

Zalézmy, ze ciag (ni,ns) spelnia warunek a) z wniosku. Wtedy liczba n jest niepa-

rzysta. Jesli dodatkowo liczba M jest parzysta, to warunek a) z Twierdzenia 3.5.5 jest

spetniony:

n n

e dla permutacji o0 = id oraz liczby s = 0, jesli (nq,ny) = (EJ : bJ + 1),

e dla permutacji o = (12) oraz liczby s = 0, jesli (ny,ny) = ({%J +1, {%J)

Gdy liczba {%J jest nieparzysta, to podobnie sprawdzamy, ze spelniony jest warunek b)

z Twierdzenia 3.5.5.
Zatézmy teraz, ze ciag (nj,n2) spelnia warunek d) z wniosku. Wtedy z zalozen, ktére
nl _n

dotycza liczby n wynika, ze jest ona parzysta, a liczba bJ = 5 jest nieparzysta. Zatem

warunek b) z Twierdzenia 3.5.5 jest spetniony:
e dla permutacji o = id oraz liczby t = 1, jesli (ny,no) = (5 — 1,5 + 1),

81



)7

e dla permutacji o = (12) oraz liczby ¢t = 1, jedli (ny,n2) = (5 + 1,5 —1).

e dla permutacji o = id oraz liczby t = 0, jesli (n1,n2) = (5,

|3

Aby zakonczyé¢ dowodd, pokazemy przeciwng implikacje. Zatdézmy wiec, ze cigg liczb

naturalnych (ny,ns), gdzie ny + ny = n, wyznacza Dy podalgebre M,,(K) III typu. Niech

r bedzie reszta z dzielenia liczby n przez 2. Wtedy EJ =0, a {22;% € {0,1}. Zatem na

mocy Twierdzenia 3.5.5 dostajemy, ze ciag (ny, ng) jest rowny:

(2] 2]). (|2]-1]2] +1) b (|2] +1.]2]-1). jesti liczba |2 jest nieparzysta i r = 0,
(12]. 2] +1) wb (|2] +1.2]), jesli liczba | 2] jest nieparzysta i r = 1,
(13].]3)) jesli Ticzba |2 jest parzysta i r 0,
([3]-[8] +1) mb ([3]+1.[3)). jesti iczba |2 jest parzysta i r = 1.

Gdy spetniona jest pierwsza z powyzszych réwnosci, to zachodzi warunek b) lub d). Gdy
speliona jest druga lub ostatnia z réwnosci, wtedy spetniony jest warunek a). Natomiast

z trzeciej rownosci wynika warunek c¢). To konczy dowdd drugiej implikacji. O]

Przyktad 3.5.8. Z Wniosku 3.5.7 wynika, ze jedynie pary (2,3) i (3,2) wyznaczaja Ds
podalgebry M;s(K) III typu. Zatem

K(e11 + e22) + K(ess + €44 + €55) +

o o olX =
coxAX

K(en + €99 + 633) -+ K(€44 + 655) +

colooco oo oo o
ColooC oo oo

o olo X N
comAR oo X==

o =R AX

sa przyktadami Dy podalgebr M5 (K) III typu. Ich diagonalne bloki sa réwne odpowiednio
algebrom C}(K), Ci(K) i C2(K), C3(K), ktére rozpatrywaliSmy wezesniej. W akapicie
poprzedzajacym Wniosek 3.5.7 opisalismy klasy sprzezonosci oraz klasy algebr izomorficz-
nych wéréd Ds podalgebr My4(K) maksymalnego wymiaru, gdy K jest cialem algebra-
icznie domknietym. Podobnie, wykorzystujac dodatkowo algebry C3%(K), C3(K), C3(K)
oraz C3(K), mozemy scharakteryzowaé z doktadnoscig do sprzezen jak i izomorfizméw Dy
podalgebry M5 (K') maksymalnego wymiaru, jesli K jest ciatem algebraicznie domknigtym.

Z zastosowanego wczesniej wniosku wynika, ze jedynie pary (2,4), (3,3) i (4,2) wyzna-
czaja Do podalgebr Mg(K) IIT typu. Pozwalaja one scharakteryzowaé klasy sprzezonosci
oraz klasy algebr izomorficznych wéréd Dy podalgebr Mg(K) maksymalnego wymiaru,

jesli ciato K jest algebraicznie domkniete.
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Rozdziat 4

D, podalgebry U, (K) i zanurzenia
D, podalgebr M, (K)

W tym rozdziale pokazemy, ze dowolna maksymalna D, podalgebra M, (K), ktora zawiera
si¢ w algebrze U, (K), jest D, podalgebra M, (K') pewnego ksztattu (nq, no, ..., n,) I typu.
Pozwoli to odpowiedzie¢ negatywnie na pytanie [50, Question 9], ktére przy przyjetych
przez nas definicjach jest nastepujace: Czy istnieje Dy podalgebra U, (K) maksymalnego
wymiaru, ktéra nie jest Dy podalgebra M,,(K) pewnego ksztattu (ny, ng) 111 typu?

Nastepnie, dla dowolnych liczb naturalnych ¢, speliajacych nieréwnosci 1 < t <
q — 2, bedziemy bada¢ zanurzenia maksymalnych D,_; podalgebr M,,(K) w maksymalne
D, podalgebry M,,(K). We Wniosku 4.2.3 pokazemy, ze takie zanurzenie istnieje, jesli ciato
K jest algebraicznie domkniete. Wskazemy takze przyktad maksymalnej Do podalgebry
M;3(R), ktora nie zanurza sie¢ w maksymalna D3 podalgebre M3(R) (patrz Stwierdzenie
4.2.5).

Jesli maksymalna D,_; podalgebra M,,(K') zanurza si¢ w maksymalng D, podalgebre
M, (K), gdzie 1 < t < ¢ — 2, i obie algebry zawieraja sie¢ w algebrze U, (K), to sa one
blokowo tréjkatne. Motywuje to badanie zanurzen D,_, podalgebr M, (K) I typu w D,
podalgebry M, (K) I typu, ktére sa zgodne ze struktura blokowa. Warunki konieczne
i dostateczne na to, aby takie zanurzenie istnialo, podamy w Twierdzeniu 4.2.13.

Ostatni podrozdzial tego rozdziatu dotyczy jednoznacznosci przedstawienia D, podal-

gebr M,,(K') w postaci blokowej.

4.1 D, podalgebry U, (K)

W tym podrozdziale opiszemy maksymalne D, podalgebry M, (K) zawarte w algebrze
U, (K). Zaczniemy od lematu, ktory pozwoli nam doktadniej scharakteryzowaé¢ D, pod-
algebry M,,(K) maksymalnych wymiaréw dla ciata algebraicznie domknietego K.

Przez C(K), dla liczby naturalnej t oraz zaleznej od niej liczby naturalnej i, bedziemy
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oznaczali przemienna podalgebre M;(K) maksymalnego wymiaru, okreslona w Przykta-
dzie 2.1.2 (dla t € {1,4,5,...}) lub w Stwierdzeniu 2.1.8 (dla t € {2,3}).

Lemat 4.1.1. Niech A bedzie przemienng podalgebrg M,,(K) maksymalnego wymiaru:
— réwng C}(K), jesli liczba n jest parzysta,
— réwng C(K) albo C*(K), jesli liczba n jest nieparzysta, wieksza lub réwna 3.

Wéwczas dla dowolnej macierzy odwracalnej X € M, (K) takiej, ze X 'AX C U,(K)
algebry X Y AX oraz A sq réwne.

Dowdd. Niezaleznie od parzystosci liczby n algebra A zawiera zbiér
Onl Mm Xn2 (K>
0n2 Xni OTL2 ’
gdzie ny, ny sa pewnymi liczbami naturalnymi takimi, ze n; +ns = n. Poniewaz X 1 AX C
Un(K), a U,(K) zawiera si¢ w pelnej podalgebrze M,,(K) ksztaltu (ny,ns), to algebra A

oraz macierz X spelniaja zatozenia Lematu 3.3.3. Wynika z niego, ze X jest macierza blo-

X X dla pewnych Xy € M, (K>a X1z € ManTLQ(K)’
Ongxny  X22

Xo2 € M,,,(K). Poniewaz X jest macierza odwracalna, to z Lematu 3.3.2 macierze Xi;

kowo trojkatng réwna

oraz Xoo sa odwracalne i istnieje macierz X, € My, xn, (K) taka, ze

X*l — ( ‘le_l1 Xi? )

-1
0n2 Xni X22

0n1 A12

Ong Xni 0n2

macierzg podalgebry A. Wtedy

X3t X 0 A X X
X*lAX — 11 £2 a[n 4 ni 12 11 12
< 0n2><n1 X221 > ( 0n2Xn1 Onz Oannl X22
— ol + On, X' A12 X c A
" OTL2 XNy On2 '

Stad dostajemy zawieranie X 1 AX C A. Podobnie sprawdzamy, ze X AX ! C A. Z tych

zawieran wynika, ze

Niech A = al, + , gdzie a € K, A1s € My, 5, (K), bedzie dowolng

A=X1XAXHX CXTAX C A
To pokazuje, ze algebry A oraz X ' AX sg réwne, co koniczy dowdd. O]

Niech n bedzie dowolna liczbg nieparzysta, wieksza lub réwna 3. Wtedy C}(K) i C?(K)
sa roznymi podalgebrami U, (K). Zatem z Lematu 4.1.1 wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.1.2. Jedli n jest liczba nieparzysta wigksza lub réwna 3, to podalgebry C!(K)
i C%(K) algebry M,,(K) nie sa sprzezone.
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Dla podalgebry A i macierzy X spetniajacych zatozenia Lematu 4.1.1 moze istnie¢
macierz A € A taka, ze X 1AX # A. Nie jest to sprzeczne z réwnoécig algebr X 1 AX
oraz A. Na przyktad, gdy

AzC%(K)z{(S Z>;a,bef(}, X:(é 3)

gdzie K jest cialem charakterystyki roznej od 2, to

<(oa)r=( Do) 62)-(58)

Nie jest trudno sprawdzi¢, ze rozwazajac dowolna algebre A sposréd algebr C3(K),
C3(K), C4(K) i C3(K) nie zachodzi dla A odpowiednik Lematu 4.1.1. Pokazemy to
ponize;j.

Przyktad 4.1.3. Rozpatrzmy podalgebre

Azcg(K)={<8 2>:a,b€K}

11
01

(2666

Stad wynika, ze X 1 AX C Uy(K). Algebry A oraz X 1 AX sa rézne, poniewaz macierz

( g 1 ) nalezy do X ' AX, ale nie nalezy do A.

Podobnie, gdy A = C3(K), A = C{(K) lub A = C{(K), to znajdziemy macierz
odwracalng X € M3(K), dla ktérej X 1 AX C Us(K), ale algebry A oraz X ' AX sa

rozne.

algebry My (K) i macierz odwracalng X = ( ) . Wtedy, dla dowolnych a,b € K

Twierdzenie 4.1.4. Zalézmy, ze A jest podalgebrg U, (K).

a) Jesli dodatkowo A jest maksymalng D, podalgebrg M, (K), to A jest D, podalgebrg
M, (K) pewnego ksztattu (ny,ne,...,ng) I typu.

b) Jesli dodatkowo A jest D, podalgebrg M, (K) maksymalnego wymiaru, to A jest D,
podalgebrg M, (K) pewnego ksztaltu (ny,na,...,ng) 11 typu.

c¢) Jesli dodatkowo A jest D, podalgebrq M, (K) III typu, ktorej kolejnymi diagonalny-
mi blokami sqg A1, Aga, ..., Ay, oraz cialo K jest algebraicznie domkniete, to dla

kazdego i € {1,2,...,q} spetniony jest jeden z ponizszych warunkdw:
— blok A;; jest réwny C}, (K),

— liczba n; jest nieparzysta, wicksza lub rowna 3 oraz blok A;; jest rowny C’gi(K),
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— blok A;; jest sprzezony z C3(K), C3(K), C3(K) lub C3(K).

Dowdd. Zalézmy, ze A jest maksymalng D, podalgebra M,,(K) zawartag w algebrze U, (K).
Na mocy Twierdzenia 3.2.5 istnieje macierz odwracalna X € M, (K) taka, ze X 1 AX
jest D, podalgebra M,,(K) pewnego ksztaltu (ny,ns,...,n,) I typu. Poniewaz algebra A
zawiera si¢ w U, (K') oraz algebra U, (K') zawiera si¢ w petnej podalgebrze M, (K') ksztattu
(n1,n9,...,n4), to A zawiera si¢ w pelnej podalgebrze M, (K) ksztaltu (ny,ne,...,n,).
Zatem do podalgebry X ~'AX oraz macierzy X ~! mozemy zastosowaé¢ Stwierdzenie 3.3.5.
Wynika z niego, ze algebra X(X'AX)X ' = A jest D, podalgebra M, (K) ksztaltu
(n1,n9,...,ny) I typu. To koiiczy dowdd podpunktu a).

Zalézmy teraz, ze A jest D, podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru, ktora zawiera
sie w algebrze U, (K). Z pokazanego podpunktu wynika, ze A jest D, podalgebra M, (K)
pewnego ksztaltu (ny,ne,...,n,) I typu. Niech Ajp, Asgo, ..., Ay beda jej diagonalnymi
blokami. Jesli dla pewnego i € {1,2,...,q} blok A; nie jest przemienna podalgebra
M, (K) maksymalnego wymiaru, to zastepujac w algebrze A blok A;; algebra C} (K),
otrzymujemy D, podalgebre M,,(K) wigkszego wymiaru niz A. Jest to sprzeczne z tym, ze
Ajest D, podalgebra M,,(K) maksymalnego wymiaru. Zatem dla kazdego i € {1,2,...,q}
blok A;; jest przemienng podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru. To pokazuje, ze A
jest D, podalgebra M, (K) ksztaltu (ni, ng,...,n,) III typu. Zatem podpunkt b) zostal
udowodniony.

Aby zakonczy¢ dowod, zatézmy, ze K jest ciatem algebraicznie domknietym. Niech A
bedzie D, podalgebra M,,(K) III typu z diagonalnymi blokami Ay, A, ..., Ay, ktora
zawiera si¢ w algebrze U, (K). Dla dowolnego i €{1,2,...,q} blok A;; jest przemienna
podalgebra M,,, (K) maksymalnego wymiaru. Zatem z Wniosku 2.1.9 istnieje macierz od-
wracalna X; € M, (K) taka, ze X;; ' AuXy; = Cli(K) dla pewnej liczby naturalnej ¢;.
Poniewaz A C U,(K), to XiinjiXi;l =A; C U, (K). Jesli t; = 1, to na mocy Lematu
4.1.1 dostajemy réwnosé¢ A;; = Cfi (K). Wtedy spelniony jest pierwszy warunek z pod-
punktu ¢). Podobnie sprawdzamy, ze dla innych wartosci liczby t; spetniony jest drugi lub

trzeci warunek z podpunktu c¢). To konczy dowdd. O]

Maksymalny wymiar D, podalgebry M,,(K) jest réwny wymiarowi dowolnej D, pod-
algebry M, (K) pewnego ksztattu (ny,no,...,n,) Il typu. Jedng z takich podalgebr jest
D, podalgebra M, (K) I1I typu z diagonalnymi blokami C}, (K), C,,(K),...,C} (K). Ta
podalgebra zawiera si¢ w algebrze macierzy gérnotréjkatnych. Stad wynika, ze D, podal-
gebra U, (K) maksymalnego wymiaru jest D, podalgebra M,,(K) maksymalnego wymiaru
zawartg w algebrze U, (K). Zatem korzystajac z Twierdzenia 4.1.4, dostajemy nastepujacy

wniosek.

Whniosek 4.1.5. Niech A bedzie D, podalgebra U, (K) maksymalnego wymiaru. Wtedy A
jest D, podalgebra M,,(K) pewnego ksztattu (nq,ne, ..., n,) III typu.
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4.2 Zanurzenia D, ; algebr I typu w D, algebry

W tym podrozdziale, dla dowolnych liczb naturalnych ¢,t spetiajacych nieréwnosci 1 <
t < ¢—2, bedziemy badali rézne zanurzenia maksymalnych D,_; podalgebr M,,(K') w mak-
symalne D, podalgebry M, (K).

Analize zaczniemy od przypadku, w ktérym ¢t = 1 oraz cialo K jest algebraicznie
domknigte. Wtedy na mocy Twierdzenia 1.0.16 dowolna maksymalna D,_; podalgebra
A algebry M,,(K) jest triangularyzowalna. Istnieje wiec macierz odwracalna X € M, (K)
taka, ze X 1 AX C U,(K). Poniewaz U, (K) jest D, podalgebra M, (K) maksymalnego
wymiaru, to podalgebra z nia sprzezona tez ma te wlasnosci. Zatem algebra A zawiera
si¢ w maksymalnej D,, podalgebrze M,,(K) réwnej XU, (K)X!. Nastepny lemat wyko-

rzystamy do znalezienia maksymalnej D, podalgebry M, (K'), w ktérej zawiera si¢ A.

Lemat 4.2.1. Niech q © n bedg liczbami naturalnymi spetniajgcymi nierownosci 3 <
q < n. Niech A bedzie D,—1 podalgebrq M, (K) ksztaltu (ni,no,...,n,1) I typu, ktéra
zawiera si¢ w algebrze U, (K). Wtedy istnieje maksymalna D, podalgebra B algebry M, (K)
zawierajgca wlasciwie A.

Dowéd. Poniewaz A jest podalgebra M, (K) ksztattu (ny,ng,...,n. 1), to S n; = n.

Stad oraz z nieréwnosci ¢ < n wynika, ze istnieje indeks i € {1,2,...,¢—1} taki, ze n; > 2.
Niech Ay, Asg, ..., As—14-1 beda diagonalnymi blokami A, ktére wynikaja z tego, ze A
jest D, podalgebra M, (K) ksztattu (nq,ne,...,n.1) I typu. Poniewaz algebra A zawiera
sie w U, (K), to blok A;; zawiera sie w U, (K). Zatem dowolng macierz A € A;; mozemy

Ap Aip
le(ni—l) az |’

gdzie Ay € Uy, 1(K), A1z € My,—1)x1(K), aze € K. Rozpatrzmy podalgebre D algebry

zapisa¢ w postaci blokowej

Uy, —1(K) okreslong wzorem

D= {AH: ( 0 A Aw ) €Ay, gdzie Ay € Uy, _1(K), Arg € Mn,—1y51(K), az € K}.
1x(n;—1) a22

Tak okreslona podalgebra jest przemienna, poniewaz A;; jest algebra przemienna. Niech

B;; bedzie maksymalna przemienng podalgebra M,,,_;(K) zawierajaca D. Za podalgebre

B, ktéra spekia teze lematu, mozemy przyja¢ D, podalgebre M, (K) ksztattu

(nl, ey, Ny — 1, 1, MNiy1,y--- ,nq_1>
I typu z diagonalnymi blokami réwnymi

AllJ e 7Ai—1,i—17 Bii) KJ Ai—‘rl,i—‘rl) oo JAq—l,q—l'

Istotnie, na mocy Twierdzenia 3.1.2 jest to maksymalna D, podalgebra M,,(K). Ponadto

zawiera ona algebre A, bo powstala z niej przez zamiane bloku 4;; na

Bii M, —1)x1(K)
01 (ns—1) K
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i zachowanie pozostatych blokéw algebry A. Zawieranie jest wlasciwe, poniewaz A;; jest

algebrg przemienng, a powyzsza algebra jest nieprzemienna. To konczy dowdd. O]

Twierdzenie 4.2.2. Niech q i n bedg liczbami naturalnymi spetniajgcymi nierownosci
3 < g < n. Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym i niech A bedzie maksymalng
D,_1 podalgebrg M, (K). Wtedy istnieje maksymalna D, podalgebra B algebry M, (K),

ktéra zawiera wlasciwie A.

Dowéd. Na mocy Twierdzenia 1.0.16 D, podalgebra A algebry M, (K), dla ciata al-
gebraicznie domknietego K, jest triangularyzowalna. Istnieje wiec macierz odwracalna
X € M, (K) taka, ze X ' AX C U, (K). Poniewaz A jest maksymalng D,_; podalgebra
M, (K), to X' AX jest tez maksymalna D, ; podalgebra M,,(K). Zatem z Twierdzenia
4.1.4 Xt AX jest D, podalgebra M, (K) pewnego ksztaltu (ni,ns,...,n, 1) I typu.
Algebra X ' AX spelnia zalozenia Lematu 4.2.1, wiec istnieje maksymalna D, podalge-
bra B’ algebry M, (K) zawierajaca whasciwie X "1 AX. Za szukang podalgebre B mozemy
przyjaé XB' X!, co koniczy dowdd. O

Whniosek 4.2.3. Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym i niech ¢, n, ¢ beda
liczbami spelniajacymi nieréwnosci 3 < ¢ < n, 1 < t < ¢ — 1. Wtedy dla dowolnej
maksymalnej D,_; podalgebry A algebry M,,(K) istnieje maksymalna D, podalgebra B

algebry M,,(K), ktéra zawiera wlasciwie A.

Dowdéd. Niech A bedzie dowolng maksymalna D,_, podalgebra M, (K'), gdzie liczby ¢,n,t
spetniaja nieréwnosci z wniosku oraz zatézmy, ze cialo K jest algebraicznie domkniete.
Na mocy nieréwnosci t < ¢ — 1 dostajemy, ze 3 < ¢ —t + 1, a z nierdwnosci ¢ < n oraz
1 < t otrzymujemy, ze ¢ —t+1 < n. Zatem do algebry A mozemy zastosowa¢ Twierdzenie
4.2.2. Z niego istnieje maksymalna D, ;1 podalgebra B algebry M, (K), ktora zawiera
wlasciwie A. Jedli ¢t = 1, to przyjmujemy B; za szukang podalgebre B. W przeciwnym
przypadku spetniona jest nierownosé¢ ¢ > 1. Powtarzajac wczesniejsze rozumowanie, znaj-
dujemy podalgebry Bs, Bs, ..., B: algebry M, (K) takie, ze B; jest maksymalng D, 4,
podalgebra M,,(K) dla dowolnego ¢ € {2,...,t} oraz By C B3 C ... C B;. Za szukana
podalgebre B mozemy przyjaé B;. O

W Stwierdzeniu 4.2.5 wskazemy przyktad algebry, ktéry uzasadni, ze w Twierdzeniu
4.2.2 zatozenie o ciele K jest istotne. Dowdd tego stwierdzenia poprzedzimy obserwacja
dotyczaca przemiennej podalgebry My (K), ktéra rozpatrywaliSmy wezesniej w Przykta-
dzie 1.0.4. Pokazemy, ze jest ona maksymalna wtasciwa podalgebra My(R). Maksymalny
wymiar wlasciwej podalgebry M, (K) dla dowolnej liczby n naturalnej oraz dowolnego

ciata K charakterystyki 0 znaleziono w [2].

Lemat 4.2.4. Okreslmy nastepujacy podzbior algebry Ma(R)

e {( % 1)suser)
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Wtedy C jest maksymalng wtasciwg podalgebrg My(R).

Dowdd. Przypu$émy nie wprost, ze C nie jest maksymalna wtasciwa podalgebra Ms(R).
Istnieje wtedy podalgebra M algebry Ms(R) taka, ze C € M C My(R). Poniewaz M
€ M\ C. Wtedy takze do

. e . . .. . 11 T12
zawiera wlasciwie C, to istnieje macierz X = PR
21 22

zbioru M\ C nalezy macierz

0 0 _f T Ti2 \ [ Tu 0 - 0 T12
Ti2 + Ta1 Too — T11 To1 T22 0 an —x12 0 ‘

Zatem 19 + T2 7é 0 lub Too — XL11 75 0.

Zalézmy najpierw, ze x1s + x21 # 0. Wowcezas

_ 0 0 0 0
(212 + 221) ( > = ( 1 ze—en ) e M.

Ti2 + To1 T2 — T11 p——

1

Poniewaz ( _01 0 ) € C C M, to do algebry M nalezy réwniez macierz

0 0 -10 1 r12+T21

Standardowymi metodami algebry liniowej sprawdzamy, ze dla dowolnej liczby rzeczywi-

) (Be) (o) ()

tworza baze przestrzeni Ma(R). Stad wynika, ze M = My(R). Otrzymali$émy sprzecznosé

stej y macierze

z okresleniem algebry M.
Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy rozpatrzy¢ sytuacje, w ktorej x5 + x91 = 0. Wtedy

00\ 4 (0 0
(0 1)—(1‘22—1’11) (O x22_m11>€./\/l.
1 0 1 0 0 0 . .

St@d(o()):(()1>—<01>€M1nast(gpn1e

01 10 0 1 00

<0 0>:<0 0)(—1 0)(0 1>€M’

00 00 0 -1 10

<10>:<01><1 0)(0 0>€M'

To pokazuje, ze M = My(R). Jak wczesniej otrzymaliSmy sprzecznosé, co konezy dowdd.
O

Ty — w11 # 0, wige
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Stwierdzenie 4.2.5. Niech
a b c
A= —b a d |:a,bc,deeR
0 0 e
Wtedy A jest maksymalng Dy podalgebrg M3(R), ale nie istnieje Dy podalgebra B algebry

M;(R), ktéra zawiera wlasciwie A.

a
—b
wlasciwa podalgebra My (R). Poniewaz C jest algebra przemienna, to jest ona maksymalng

Dowod. W Lemacie 4.2.4 pokazalismy, ze Cz{( Z ) ca,b e R} jest maksymalng

przemienna podalgebra M(R). Stad wynika, ze A jest Dy podalgebra M3(R) ksztattu
(2,1) I typu, wiec na mocy Twierdzenia 3.1.2 A jest maksymalng D, podalgebra M3(R).
Pokazemy, ze nie istnieje D3 podalgebra B algebry Ms(R), ktéra zawiera wlasciwie A.

Zatézmy przeciwnie, ze taka podalgebra B istnieje. Wtedy do B\ A nalezy pewna macierz
T11 T12 T13

X = To1 X292 X923 . Poniewaz
T31 T32 T33

0 0 K Ty 212 0
0 0 K |[CA, toréwniez x91 T2 0 | €B\ A
00 K 3 w32 0
Sprawdzimy, ze in ?2 € C. Istotnie, w przeciwnym przypadku podalgebra
21 T22
) 10 0 1 T11 T12 -
My (R) generowana przez macierze < 0 1 > , 10 oraz R jest

réwna Ms(RR), bo C jest maksymalng wlasciwa podalgebra My (K). Zatem do podalgebry

M3(R) generowanej przez macierze

1 00 0 -1 0 r1n x12 0
010 y 1 0 0 y T21 T22 0 y
000 0 0 0 T3 T3 0
ktora zawiera sie w B, nalezg macierze
0 1 0 0 0 0
Y= 0 0 0], Y'=[1 00
1 y2 O yi ¥p 0
dla pewnych y1, vy, v, y5 € R. Macierze Y i Y’ spehiaja zaleznosé
1 0 0\ 1 0 0
V,YP=| 0 -1 0| =] 0 -1 0 |#0s.
y2 —yp O Yy —y; 0
To przeczy zatozeniu, ze B jest D3 algebra. Pokazalidmy, ze < ;11 ?2 ) € C. Z dowol-
21 T2

nosci wyboru macierzy X, ktéra nalezy do B\ A, wynika zawieranie

a —b c
B C b a d |:a,bcde f,geR}. (4.2.1)
e f g
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bir bz b3
Jesli B = by bay beg | jest dowolng macierzg algebry B, to z zawierania algebry A

b1 b3z bs3
w B wynika, ze

0 01 bi1 bz bis bsi b3z bss
0 0 0 ba1 bay bos = 0 0 0 € B.
0 0 0 b3 b3y bss 0 0 0

Zatem z formuly (4.2.1) otrzymujemy, ze wyrazy bs; oraz bsy sa zerowe. Stad oraz ze
wspomnianej formuty wnioskujemy rownosé algebr A i B. UzyskaliSmy sprzecznosé z tym,

ze algebra B zawiera wtasciwie A. To konczy dowdd. 0

Na potrzeby tego podrozdziatu wprowadzimy nastepujace definicje.

Definicja 4.2.6. Niech A bedzie dowolng podalgebra M,,(K). Natomiast niech B bedzie
podalgebra M,,(K) ksztaltu (¢4, s, ..., ¢,) w postaci blokowo tréjkatnej

811 qu
qu
ktéra zawiera algebre A.
a) Powiemy, ze A zawiera si¢ w B zgodnie z ksztattem (¢,0s,....¢,), jezeli A jest

podalgebra M,,(K) ksztattu (41, 0s, ..., 4,).

b) Niech dodatkowo A bedzie podalgebra M, (K) ksztattu (nq, ne, ..., n,—) dla pewnej
liczby naturalnej t € {1,2,...,q — 2} w postaci blokowo tréjkatne;

A oo A
Aq—nq—t
Wtedy powiemy, ze A zawiera si¢ w B zgodne z ksztattami (nq,ng,...,n,) oraz

(U1, s, ..., 0,), jezeli algebra A zawiera sie w B zgodnie z ksztaltem (¢, 0, ...,¢,)
oraz dla kazdego indeksu i € {1,2,...,q} istnieje indeks j € {1,2,...,q — t} taki,

ze

sz‘_l Ofi_l XZZ‘ Ofi_l XZH—l' . Onj_l Onj_1 XN Onj_1 XNjy1
A;z OfinH_l s g A] Oannj+1 e s
0&“ 0“j+1
(4.2.2)
gdzie A jest réwniez podalgebra M, (K) ksztattu (¢4, /s, ...,¢,) w postaci blokowo
trojkatne;j
A
!/

A
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co wynika z zawierania algebry A w algebrze B zgodnego z ksztaltem (€1, (s, ..., ¢,).

Uwaga 4.2.7. Dla ciagbéw liczb naturalnych (ny, ng,...,n,) oraz (¢1,0s,...,¢,), kto-

re speliaja réwnodci Y0 {n; = Y%, 6 = n, okredlmy ciagi (No, Ny,..., N,_;) oraz
(Lo, Ly, ..., L,) wzorami
N — 0, gdy u =0,
YUl natne o4y, gdyue{l,2,...,q—t},
I 0, gdy v =0,
v €1+£2+--'+€v7 gdva{l,Q,...,q}.

Niech A bedzie podalgebra M, (K) ksztaltu (ny,ne,...,ne_). Zatézmy, ze jednoczes$nie
A jest podalgebra M, (K) ksztaltu (¢1,0s,...,¢,). Wtedy warunek (4.2.2) z Definicji
4.2.6 jest rownowazny z tym, ze dla kazdego indeksu i € {1,2,...,¢} istnieje indeks
je{1,2,...,q—{} taki, ze Ny < L;_y; < L; < N;.

Podamy przyktady podalgebr blokowo trojkatnych, ktore spelniaja Definicje 4.2.6 a),
ale nie spetniaja Definicji 4.2.6 b). W Stwierdzeniu 4.2.9 wskazemy podalgebry, dla ktérych
z Definicji 4.2.6 a) wynika Definicja 4.2.6 b).

Przyktad 4.2.8. Niech A bedzie D3 podalgebra Mg(K) ksztattu (3, 1,2) I typu z diagonal-

nymi blokami réwnymi

K 0 0
An=| 0 K 0|, Ap=K A33:<[0( 2)
0 0 K

Natomiast niech B bedzie podalgebra Mg(K) ksztattu (2, 2, 1, 1) z diagonalnymi blokami

rownymi
K 0 K K
511:<0 K)’ 322:<0 K>’ B3z = By = K,

i pozostatymi blokami réwnymi

K K K
BlQ:(K K)’ 613251423232624:<K>a 634:{0}'

Zatem A i B sa nastepujacymi podalgebrami Ug(K)

K 0 0[K|K K K 0|K K|K[K
0 K 0|K|K K 0 K|K K|K|K
gl 0 KKK K s5_| 0 0K K[K|K
0 0 0|K|K K||’ 0 0|0 K|K|K
000 0 0|K 0 0 0 0 O0|K|O
00 0 0|0 K 00 0 0 0K

Ze wzgledu na diagonalny blok Bas, ktory jest algebra nieprzemienng, oraz zerowy blok
B3, algebra B nie jest Dy podalgebra Mg(K') ksztattu (2,2,1,1) I typu.
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Algebra A zawiera si¢ w algebrze B. Co wiecej, algebra A jest jednoczesnie podalgebra
Mg(K) ksztattu (2,2,1,1) z diagonalnymi blokami

, K 0 , K K , ,
11 — 0 K |’ 22 — 0 K |’ 33 — 44:K

oraz pozostatymi blokami réwnymi

0 K K
= () A== () A= 10

Stad wynika, ze A zawiera sie w B zgodnie z ksztaltem (2,2,1,1). Jednak algebra A nie

zawiera sie w B zgodnie z ksztaltami (3, 1,2) oraz (2,2,1,1), poniewaz

02 02 O2><102><1 02 02 02><102><1

Ai1 0351 Os3x9 03 O3x1 O3x2

A/ O 0 ! 0 0
22 QOxl 26<1 g 0 O1x2 |, 22 2OX1 20Xl Z Az O1x2 |,
0 " 0 "

02 02 02><]_ 02X1 03 03 1 03 2
« X

!/
0 A33

Stwierdzenie 4.2.9. Niech A bedzie D,y podalgebrg M, (K) ksztattu (ny,na, ..., ng1) I
typu, natomiast B niech bedzie D, podalgebrg M, (K) ksztaltu (¢4,0s, ..., 4,) I typu, ktora

zawiera algebre A. Jesli A zawiera sie w B zgodnie z ksztaltem ({y,0s, ..., ¢,), to
a) A zawiera siec w B zgodnie z ksztattami (ny,ng, ..., ng_1) oraz (1,ls, ..., 4,),
b) istnieje liczba naturalna i € {1,2,...,q — 1} taka, Ze
bh=mny, ba=mng, ..., 0iy =11, b+ lig1 =1, bigo =Nsa, ..o, g =ng_1.
Dowdéd. Zapiszmy podalgebry A i B w postaciach blokowo tréjkatnych odpowiadajacych

temu, ze A jest D,y podalgebra M, (K) ksztaltu (ni,n9,...,n.1) I typu i B jest D,
podalgebra M,,(K) ksztaltu (¢4, 0,...,¢,) I typu

.A11 e ALq—l 811 . qu
Aq—Lq—l qu

Poniewaz A zawiera si¢ w B zgodnie z ksztaltem ({1, (s, ..., {,), to A jest takze podalgebra
M, (K) ksztaltu (41, 0o, ..., ¢,) w postaci blokowo tréjkatne;j

/ /
11 e lq
A/

qq
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Z zawierania algebry A w algebrze B wynika, ze dla kazdego i € {1,2,...,q} algebra A,
jest podalgebra B;; .

W dowodzie wykorzystamy ciagi (No, N1, ..., Ny,—1) oraz (Lo, L4, ..., L,) okreslone
zgodnie z Uwaga 4.2.7. Oprzemy sie na tym, ze dla wszystkich i € {1,2,...,q} oraz
j€{1,2,...,q— 1} speliona jest implikacja:

N,_1<Li_1 < Nj = L; < Nj. (423)

J

Podobnie jak Uwaga 4.2.7, powyzsza implikacja odpowiada pewnym zaleznosciom miedzy
przedstawieniami algebry A w postaciach blokowych.

Przypusémy nie wprost, ze implikacja (4.2.3) nie zachodzi. Wéwczas istnieja indeksy
i oraz j, dla ktorych spetniona jest nieréwnos¢ N;_; < L,_; < N; < L;. Zilustrujemy
zaleznosci miedzy blokami Aj;;, A}, oraz A; ;41 wynikajace z tej nieréwnosci. Blok A,
bedziemy zaznaczaé linia przerywana.

Sytuacji, w ktorej N;_; < L,y oraz L; < N;;; odpowiada ponizszy rysunek z lewej

strony, a rysunek z prawej strony odpowiada sytuacji, gdy N;_1 < L;—q oraz L; > Njq.
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Na dwoch powyzszych rysunkach znajdujgcych sie z lewej strony szary blok symbolizu-
je zbiér wszystkich macierzy (N; — L;—1) x (L; — N;), natomiast na dwoch powyzszych
rysunkach z prawej strony symbolizuje on zbiér wszystkich macierzy (N; — Li—1) X nj41.
Na kazdym ze wspominanych rysunkéw wyrézniony blok zawiera si¢ w bloku A; 11 =
My, ;. (K) oraz w bloku Aj;. Niezaleznie od tego, jakie sg relacje migdzy przedstawio-
nymi wyzej blokami, mozemy okresli¢ podzbiér W algebry M,,(K) w nastepujacy sposob:
elementami W sa wszystkie macierze nalezace do M,,(K), ktére na miejscu szarego bloku
maja dowolne wyrazy z ciatla K, a w pozostatych miejscach majg zera. Do algebry A, réw-
niez niezaleznie od relacji miedzy blokami pokazanymi na powyzszych rysunkach, nalezy
macierz F, ktora ma jedynki w miejscu gtownej przekatnej bloku zaznaczonego dwiema
krawedziami przerywanymi i dwiema ciggtymi, bedacego po lewej stronie szarego bloku,

a w pozostatych miejscach ma zera. Istotnie, macierz E jest r6znica macierzy

N; Li—1

e 1) ewn

k=1 k=1
ktére nalezg do A. Dla dowolnej niezerowej macierzy W € W iloczyn E - W = W jest
niezerowy, natomiast iloczyn W - E jest macierzg zerowa. Uzyskaliémy sprzecznosé z tym,
ze Al jest podalgebra algebry przemiennej By;. To pokazuje, ze implikacja (4.2.3) jest
prawdziwa.

Udowodnimy teraz podpunkt a) stwierdzenia. W tym celu sprawdzimy, ze spetniony
jest warunek podany w Uwadze 4.2.7. Rozwazmy dowolna liczbe i € {1,2,...,¢}. Po-
niewaz ciagi (ny,na,...,n,_1) oraz (¢, 0s, ..., ¢,) wyznaczaja ksztalty podalgebr M, (K),
to . -

Lo<Li<...<Ly=> li=n=> ny=N,;.
k=1 k=1

Istnieje wigc liczba j € {1,2,...,¢ — 1} taka, ze N;_; < L,_; < N;. Zatem z implikacji
(4.2.3) wynika, ze L, < N;. PokazaliSmy wiec, ze liczby i, j spelniaja warunek z Uwagi
4.2.7.

Aby zakonczy¢ dowdd, pozostalo nam pokazaé podpunkt b) stwierdzania. W tym celu
takze zastosujemy implikacje (4.2.3). Poniewaz Ny = Lg oraz L,_1 # n = N,_1, to istnieje
najmniejszy indeks s € {1,2,...,¢ — 1}, dla ktérego

Lo=Ny, L1=N,, ..., L,1=N,1 i Lg#N,.
Spelniona jest wiec nieréwno$¢ Ny < Ls_1 < Nj, zatem z implikacji (4.2.3) wynika,
ze Ls < Ns. Nastepnie, implikacja (4.2.3) uzyta do nieréwnosci Ny_; < Lg < Ny, daje
nieré6wnos$¢ L1 < N,;. Wykorzystujac ostatni argument, pokazujemy, ze istnieje liczba

naturalna £ > 1, dla ktorej

Ly < Lgy1 <...< Lgip = Ns.

Sprawdzimy, ze k = 1. Podobnie jak wczesniej, z implikacji (4.2.3) otrzymujemy, ze

Lotpy1 < Nop1,  Lgypio < Nopo, ..., Ly < Ny
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Z ostatniej nieréwnosci wynika, ze k = 1, poniewaz w przeciwnym przypadku n = L, <

Nq—k < Nq_1 =n.

Udowodnilismy, ze

L(] == N(), L1 = Nl, ey LS,I = stl, Ls+1 = NS. (424)

Podobnie pokazujemy, ze
Loyo = Ngy1, Leys=Nsio, ..., Lg=Ny. (4.2.5)
Z réwnosci (4.2.4) oraz (4.2.5) wynika, ze
br=mny, by=ny, ... . Ly =ng_1, by + L1 =Ny, Loys =ngyy, ..., Lg=ng_1,
co konczy dowdd. O
Uzupekiajacym wynikiem do powyzszego Stwierdzenia 4.2.9 jest nastepujacy lemat.
Lemat 4.2.10. Niech A bedzie D,y podalgebrg M, (K) ksztattu (ny,ne, ..., n.1) I typu,

ktora ma nastepujgcq postaé blokowo trojkgtng

A L .Al,q_1
A= - :
Aq—lvq—l
Niech B bedzie D, podalgebrq M, (K) ksztaltu (¢4, 0s, ..., ¢,) I typu. Podalgebra A zawiera
sie w podalgebrze B zgodnie z ksztaltem ({1,0s,...,¢,) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
liczba i € {1,2,...,q— 1}, dla ktérej spelnione sq¢ nastepujgce warunki:

Cl) by=mny, by =mng, ... . Licy =mni_1, i+ Ligr =n, Ligg =g, ..o, fq = Ng-1,

b) istniejg przemienne podalgebry Cy oraz Cs, odpowiednio algebr macierzy My, (K) oraz

My, (K) takie, ze blok Ay jest réwny ( 0 G Oziéz”l ) ,
Zi+1><fi 2

¢) podalgebra B powstala z podalgebry A przez zastgpienie bloku A;; blokiem
T = Ci MEiXEiJrl (K)
0£i+1 Xfi CQ
oraz zachowanie pozostatych blokow A.

Dowéd. Jedli podalgebry A i B spelniajg warunki a), b), ¢) lematu, to A zawiera sie w B
oraz A jest jednoczesnie podalgebra M, (K) ksztalttéw (ni,ng,...,ng_1) i (f1,42,...,4,).
Zatem A zawiera si¢ w B zgodnie z ksztaltem (¢, ls, ..., 0,).

Pokazemy teraz przeciwng implikacje. Zalozmy, ze podalgebra A zawiera sie w podal-
gebrze B zgodnie z ksztaltem (03, /s, ..., ¢,). Ze Stwierdzenia 4.2.9 istnieje indeks ¢, dla

ktorego spetnione sg rownosci

bi=mn1, lya=mno, ... ligx=mn1, Li+ligi=n; lio=ng, ... Ly=ng,
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wigc dla liczby 7 podpunkt a) lematu jest spetiony.
Aby zakonczy¢ dowdd, sprawdzimy, ze dla liczby i spelnione sa takze podpunkty b)
oraz c). Zapiszmy podalgebre B w postaci blokowo trdjkatne;

811 qu
: : : (4.2.6)

qu
ktora odpowiada temu, ze B jest D, podalgebra M, (K) ksztattu (¢1,0s,...,¢,) I typu.

Poniewaz A zawiera si¢ w B zgodnie z ksztaltem (¢, 0s,...,¢,), to A jest podalgebra
M, (K) ksztaltu (41, 0o, ..., ¢,) w postaci blokowo tréjkatne;j

/ /
11 .. 1q
: : (4.2.7)
!/
Aqq
Poréwnamy powyzsze przedstawienie algebry A z przedstawieniem w postaci blokowo
trojkatnej
All e Al,q—l
Aq—lvq—l

ktére wynika z tego, ze A jest D,_; podalgebra M, (K) ksztaltu (ni,na,...,ng1). Ze

wzgledu na udowodniony podpunkt a), dostajemy nastepujace zaleznosci:

A = A, dla dowolnych j, k € {1,2,...,i— 1}, (4.2.8)

Aji= (A, A, dladowolnego j € {1,2,...,i — 1}, (4.2.9)
!/

A = < |kl ) dla dowolnego k € {i +1,i +2,...,q — 1}, (4.2.10)
i+1,k+1

Aj = ;',k:—i-l dla dowolnych j € {1,2,...,i — 1}, (4.2.11)

ke{i+1,i+2,...,q— 1},

A= Al dla dowolnych j, k € {i+1,i+2,...,q—1}, (4.2.12)
Al -

AZ'Z' — 1 1,0+ ) . 42].3

( OeiJrl x4; A;—i—l,i-ﬁ-l ( )

Pokazemy, ze blok Al .., jest zerowy. Wtedy z réwnosci (4.2.13) wywnioskujemy, ze
y 4,541 J

blok Ay speia podpunkt b) lematu. Przypusémy przeciwnie, ze blok A; ; ,; jest niezerowy.
O, X

Ofi+1 Xt 0&'+1
/
%)

Wowezas do algebry A;; nalezy macierz ( > , gdzie X jest pewng niezerowq

macierza nalezaca do Aj ;. Poniewaz I;, nalezy do Aj;, to z réwnosci (4.2.13) wynika, ze
IZZ‘ OfinH_l

04i+1 xt;  Ogypy

][i OEiXZH,l OZZ X — OZL X
sz‘+1 x4 Ofi+1 sz‘+1 x5 O@¢+1 sz‘+1 x; OEiJrl 7
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Og, X Igi Og, Xlit1 = 0p.y
— YLi+4
O€i+1 x{; Ofi+1 OZi+1 x{; 0Zz‘-~-1 A

otrzymujemy sprzeczno$é¢ z przemiennoscig algebry A;;. Udowodnili$my, ze blok A’

iyit1
jest zerowy. Poniewaz A;; jest maksymalna przemienna podalgebra M, (K), wiec z réw-
nosci (4.2.13) wynika, ze Aj; oraz Aj, , ;,, sa maksymalnymi przemiennymi podalgebrami
odpowiednio algebr M, (K') oraz My,,, (K). Udowodnilismy, ze dla liczby ¢ spelniony jest
podpunkt b) lematu.

Pozostalto pokazaé, ze dla liczby i spelniony jest podpunkt ¢). Aby to zrobié, spraw-

dzimy, ze

Ay =By dla (5, k) € {(r,s) : 1 <r<s<gqg}\{(4,i+1)}. (4.2.14)

j
Najpierw udowodnimy, ze

! ! !
Ay =By, Ay =By, ..., A =B,

qq —

Z réwnosci (4.2.8) wynika, ze

/11 = A, -A/22 = A, ..., ;71,1'71 = Ai—lﬂ'—lv
wiec Ay, Ay, ..., A, sa maksymalnymi przemiennymi podalgebrami odpowiednio
algebr My, (K), My, (K), ..., My,_,(K). Poniewaz algebra A zawiera si¢ w algebrze B

zgodnie z ksztattem ({1, (s, ... £;), to dla dowolnego j € {1,2,...,i — 1} algebra A’ jest
podalgebra B;;. Algebry By, Bag, ..., Bi_1,-1 sa przemienne, zatem z maksymalno$ci

algebr Aj;, Ay, ... Aj_;;_; dostajemy réwnosci

-/4,11 - Blla -’4/22 - ‘8227 teey ;—1,7:—1 - B’i—l,i—1~
Podobnie, korzystajac z réwnosci (4.2.12), (4.2.13), A}, = Ogxe,,, pokazujemy, ze
A;i = By, A;+1,i+l = BiJrl,iJrla R Aqu = qu-

Dowolny blok Aj, gdzie (j,k) € {(r,s) : 1 <r<s<q¢—1}\{(1,1),...,(¢—1,¢—1)},
jest zbiorem wszystkich macierz n; x nj, o wyrazach w K. Stad oraz z réwnosci (4.2.8)-

(4.2.12) wynika, ze bloki A, sa zbiorami pelnych macierzy £; x £, dla
Gk) € {rs) 1< 7 <5 <@\ {1, 22).., (0a), i + 1)}

Zatem sg one rowne blokom Bj;. PokazaliSmy, ze formula (4.2.14) jest prawdziwa takze

dla par (7, k), gdzie j # k. Zakonczylismy dowdd tego, ze liczba i spetnia podpunkt ¢). [

Niech n i n; beda liczbami naturalnymi spetniajacymi nieréwnos$é¢ ny; < n. Zatézmy,

ze dla pewnych przemiennych podalgebr C; oraz C; odpowiednio algebr M, (K) oraz

M,,—n, (K) algebra A jest podalgebra M,,(K) w postaci blokowej 0 G On, Xc(”"l))
(n—m1)Xn1 2
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W takiej postaci jest blok A;; z podpunktu b) Lematu 4.2.10. Wtedy A jest przemienna
podalgebra M,,(K), do ktérej nalezy idempotent ( O(nl:ll)monb Z(_n;nl)

Zat6zmy teraz odwrotnie, ze A jest przemienng podalgebra M, (K), do ktorej nalezy
idempotent £ = < O(H_IZl)anonbz(_ZM))' Wtedy na mocy Twierdzenia 1.0.9 algebra A

rozklada sie na sume prosta podprzestrzeni liniowych EAE @ (I, — E)A(I, — E), gdzie

EAE _ ( In1 Onlx(n—n1)> ./4( 0 [711 On1><(n—n1)>
(

O(n—nl)an Onfm n—mi)xni Onfm

g < Mn1<K) Onlx(n—n1)>’

O(n—nl)xn1 On—n1

(I — E)A(I, - E) = ( e OW("‘””) A< Oni Onixnom) )
O O

n—mni)xni In—nl n—mni)xni In—nl
C < Onl 0n1 x(n—n1) ) )
- O(n—nl)xn1 Mn—n1 (K)

Stad wynika, ze algebra A jest w postaci blokowej 0 G On XC(”_”l)
(n—n1)xXny 2

oraz Cy sa odpowiednio przemiennymi podalgebrami M,,, (K) oraz M,,_,, (K) powstatymi

) , gdzie C4

z niezerowych blokéw macierzy nalezacych do FAE oraz (I, — E)A(I, — E).
W podobny sposéb otrzymujemy nastepujaca charakteryzacje przemiennych podalgebr
M, (K), ktére maja postaé¢ blokowo diagonalna.

Lemat 4.2.11. Nich q bedzie liczbg naturalng wiekszq lub rowng 2 oraz niech n, ny, ns,
..., ng bedg liczbami naturalnymi takimi, ze Yi_ n; = n. Zaldzmy, ze A jest przemienng

podalgebrg M, (K). Wéwczas A ma postaé blokowo diagonalng

Cl On1 XMNo o On1 XTg
On2 XNy C2
an_1 XNg
an Xni e an XNg—1 Cq

dla pewnych przemiennych podalgebr Cy,Cs, . .. ,C, odpowiednio algebr macierzy M,, (K),

M, (K), ..., M, (K) wtedy i tylko wtedy, gdy idempotenty
n1 ni+ne ni+...+ng—1
Z €ii, Z €iss Ce Z €ii (4215)
i=1 i=ni1+1 i:n1+~4~+nq72+1

nalezq do algebry A.

Uwaga 4.2.12. Jesli idempotenty okreslone we wzorze (4.2.15) nalezg do podalgebry

M, (K), to naleza do niej réwniez idempotenty
N1 N2 qul
En, = Zem En, = Zeiia N Z €iis (4.2.16)
i=1 i=1 i=1

99



gdzie N; =ny +ng + ...+ n; dla dowolnego i € {1,2,...,q — 1}.
Odwrotnie, jesli do podalgebry M,,(K) naleza idempotenty ze wzoru (4.2.16), to naleza
do niej idempotenty ze wzoru (4.2.15).

Twierdzenie 4.2.13. Niech q oraz t bedg liczbami naturalnymi takimi, ze 1 < t < q.
Niech A bedzie D, podalgebrq M, (K) ksztattu (ny,ne, ..., ngt) I typu w postaci blokowo
trojkgtne)
A oo Ay
" : (4.2.17)
Aqft,qft

Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne:

1) Istnieje D, podalgebra B algebry M, (K) ksztaltu (¢1,0s,...,0;) I typu, w ktorej A

zawiera sie zgodnie z ksztaltem ({y, 0o, ..., Ly).
2) Istnieje liczba naturalna b oraz liczby iy, g, ..., iy € {1,2,...,q — t} takie, Ze:

(1) dla kazdego p € {1,2,...,b} algebra A; ; jest w postaci blokowo diagonalnej

Iplp

(2§P)
(jép)

(»)
e,

dla pewnych maksymalnych przemiennych podalgebr CP,ci) . ... ,Céfzﬂ algebr

macierzy odpowiednich rozmiarow o wyrazach w ciele K oraz dla pewnej liczby

naturalnej s;,,
(ii) Y0_y s, >t

3) Istniejq algebry By C By C ... C B, takie, Ze dla dowolnego k € {1,2,...,t} algebra
By, jest Dy_¢+i podalgebrq M, (K) ksztaltu (Egk), E(Qk), cee Eék_)Hk) I typu oraz algebra
Bi_1 zawiera si¢ w algebrze By, zgodnie z ksztattem (ng), Egk), cee Zg’?Hk), gdzie przez

By oznaczamy algebre A.

Dowdd. Zaczniemy od pokazania, ze z podpunktu 1) twierdzenia wynika podpunkt 2).
Rozpatrzmy ciggi (Ny, Na, ..., Ny—y) oraz (Ly, Lo, ..., L,) okreSlone zgodnie z Uwaga
4.2.7. Poniewaz liczby N1, Na, ..., Ny—; sa rézne i analogicznie liczby Ly, Lo, ..., L, s3
rozne, to zbior

A= {Lu : L, & {N1, N, ... ,Nq_t}}
ma co najmniej ¢t elementéw. Rozbijemy zbior A na sume roztacznych niepustych podzbio-

row zwigzanych z liczbami Ny, Ny ..., N,_;. Dla kazdego ¢ € {1,2,...,q —t} okreSlmy
A = {Lu € A:min{ke{1,2,...,q—t}: L, < Ny} = z} (4.2.18)
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Niech i1, 19, ..., 1, dla pewnej liczby naturalnej b, beda wszystkimi indeksami, dla ktorych
zbior zdefiniowany w (4.2.18) jest niepusty. Wtedy podzbiory A;,, A4, ..., A;, sa roztaczne
oraz z réownosci Ny_y = ny +ng + ... +ny—y = n wynika, ze Ug=1Aip = A. Dla dowolnego

p € {1,2,...,b} niech s;, bedzie liczba elementéw zbioru A; , natomiast
me7 me+]_, SR me+8ip717

dla pewnej liczby naturalnej m,,, niech bedg jego elementami. Zatem

b b b
s, = A= UM, = A >t (4.2.19)
p=1 p=1 p=1

Algebra A zawiera si¢ w algebrze B zgodnie z ksztattem (¢, (s, ..., ¢;), co implikuje,
ze A jest podalgebra M,,(K) ksztattu (¢4, 0s, ..., ¢,) w postaci blokowej

/ /

!/
Aq q

Niech p bedzie dowolna liczba ze zbioru {1,2,...,b}. Poniewaz I, € A\, I, € A)y, ...,
I,, € A, to do algebry A naleza idempotenty

qaq’

Eme7 EmeJrla CIE EmeJ,-sip—l?

ktore sa okreslone analogicznie jak idempotenty ze wzoru (4.2.16). Wykorzystamy je do

pokazania, ze algebra A; ; spelnia 2) podpunkt (i) twierdzenia.

ip i
Jedli i, = 1, to z okreSlenia liczb L, , Ly, 41, - -, Lim,+s,—1 wynikaja nieréwnosci

Ly Linys1, oy Ly 4s,—1 < Np. Stad otrzymujemy, ze

-/411 On1 Xng " " On1 XTg—t
0, 0
2 e n2Xng—t
ELm17 ELm1+17 c e ELm1+sl—l G :
On,

Zatem na mocy Lematu 4.2.11 i Uwagi 4.2.12 algebra A;; jest w postaci blokowo diago-

nalnej

1)
CS1+1
dla pewnych przemiennych podalgebr Cil), Cél), ce Cgll algebr macierzy odpowiednich

rozmiardéw. Z tego, ze Ajp jest maksymalng przemienng podalgebra M, (K) wynika, ze

Cfl), Cél), cee CSL sa maksymalnymi przemiennymi podalgebrami algebr macierzy.
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Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy i, > 1. Algebra A jest w postaci blokowej (4.2.17),
wiec nalezy do niej idempotent £ Nipo1- Podobnie jak w poprzednim przypadku, z okresle-
nia wynikajg nieréwnosci Nj,—1 < Lu,, Lin415 - - - Linyts;, -1 < Ny, Stad otrzymujemy;,

ze idempotenty

ELm _ENi 717ELm +1_EN¢ 717"'7ELm +s; —I_ENi 1
p p P P ptsip P

naleza do algebry

Nip—1 Onip—1><m'p Omp—lxmpﬂ

A 0

Nip XNy 41

0

ip,ip

Nip+1

Zatem, powtarzajac rozumowanie z poprzedniego przypadku, z Lematu 4.2.11 i Uwagi

4.2.12 dostajemy, ze algebra A; ; jest w postaci blokowej, ktora spenia 2) podpunkt (7)

p,lp
twierdzenia. To wraz z réwnoscia (4.2.19) konczy dowdd tej implikacji.

Udowodnimy kolejng implikacje. Zatézmy, ze A jest D,_; podalgebra M,,(K') ksztaltu
(n1,n9,...,n4—¢) I typu, ktéra w postaci blokowo tréjkatnej (4.2.17) spelia warunki
podane w podpunkcie 2) twierdzenia. Pokazemy, zZe istnieja podalgebry By, Bs,... B,
algebry M,,(K) speliajace podpunkt 3).

Niech r1,79,...,7s, +1 beda rozmiarami algebr macierzy, ktorych podalgebrami sg od-
powiednio algebry C%l), Cél), ey CSI) 41 z bloku A;, ;. Sprawdzimy, ze za algebre B
mozemy przyja¢ podalgebre M, (K) otrzymana z algebry A przez zamiang bloku A;, 4

blokiem o
Cl MT1><7“2(K) M?“1><T3(K) T MT1XT51~1+1<K)

(1)
c! Oryscry - .- Oryray 11

Orsil eril +1

Csz‘l-i-l

i zachowanie pozostatych blokéw A. Istotnie, algebra A;, ;, jest w postaci blokowe;
)
Ail,il OTIX(g)I —7r1)
O(TLil _SI)XSI Ail,il

(1)
C2 Or2><r3 s OT‘2><7"31-1+1

1
2 _ sV

11,81

gdzie

AN =Y, A
O"'sil ><7'5,L-1+1

1
el
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(1)

(2)
11,81 i S

Poniewaz A;, ;, jest maksymalna przemienng podalgebra M, (K), to A; 7, oraz A;7; sa
maksymalnymi przemiennymi podalgebrami odpowiednio M,, (K) oraz M,,, ., (K). Stad

wynika, ze opisana na poczatku akapitu algebra jest D,_;41 podalgebra M,,(K) ksztattu
(M1, M2y oo My —1, 71, My — 71, Moy 415« - 5 Mgt
I typu, ktorej diagonalne bloki sg réwne
Any Aoy ooy Ay, A AR A A g
Zatem na mocy Lematu 4.2.10 algebra A zanurza sie w nig zgodnie z ksztaltem
(71, M2y oy Moy =15 715 My — 71, Wiy 15+ oy Mgt -

Jesli t = 1, to zakonczyliSmy dowdd tej implikacji. Zatézmy zatem, ze ¢ > 1. Zapiszmy

algebre B; w postaci blokowo trojkatne;j
1 1
BY .. Bl

(1)
By 14111

odpowiadajacej temu, ze B jest podalgebra M, (K) ksztattu (ny,ne,...,ny_1,71,14 —

(CHRE _ (1
ilail 1 Bi2+171’2+1 — Ai27i2. Zatem algebra Bi1+1,i1+1

1 Mg 415 - - >nq—t>‘ Wtedy Bz(ll—)l-l,il—i-l =A
jest w postaci blokowo diagonalnej, gdy s;; > 1. W takim przypadku jak poprzednio
pokazujemy, ze za algebre By mozemy przyja¢ algebre otrzymang przez zamiang bloku

BS)HM +1 algebry By blokiem

Cél) M7”2><7“3(K) MT2><7”4(K) M (K)

) eril +1

(1)
C3 07‘3><7"4 s 0T3><T51'1+1

Tsil eril +1

C5i1+1

i zachowanie pozostalych blokow. Natomiast, gdy s;, = 1 algebra Bs, ktéra spetnia wa-
runki podpunktu 3) twierdzenia, jest algebra otrzymana przez zamiane bloku Bg)ﬂyig 41

algebry B; blokiem

2
C£ ) MU1><U2(K) MU1><U3<K) tee MU1><usi2+1 (K)
C§2) Oupxuy - - - Oz xus, 41
0U3i2 Xusi2 +1
CSiQJrI
1 zachowanie pozostatych blokow, gdzie ui,ug,. .., us,+1 sa rozmiarami algebr macie-
rzy, ktorych podalgebrami sa odpowiednio C£2), C§2), NN C§22) 41
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Ze wzgledu na nierownosé Zzzl 54, = t, zwigzang z liczba diagonalnych blokéw algebr
Aivivs Aigiiny -+ Aiy iy, mozemy przeprowadzi¢ analogiczne rozumowanie do powyzszego
i otrzymad algebry Bs, By, ..., By, ktére spetniaja warunki podpunktu 3) twierdzenia. To
pokazuje, ze rozwazana implikacja jest prawdziwa.

Aby zakonczyé dowdd, pokazemy, ze z podpunktu 3) twierdzenia wynika podpunkt
1). Zatézmy wigc, ze dany jest ciag algebr By C By, C ... C B; taki, ze dla kazdego
ke{l,2,...,t} By jest D,_t+x podalgebra M, (K) ksztaltu (égk), Egk), .. €q Hk) I typu
oraz algebra Bj_; zawiera si¢ w algebrze By zgodnie z ksztattem (ﬁﬁ’“), Eék), ey E((f_)t%),
gdzie przez B oznaczamy algebre A. Dla dowolnego k € {1,2, ...t} zapiszmy podalgebre

By w postaci blokowo trojkatne;

BY .. BY .
B, = : , (4.2.20)
Bq t+k,g—t+k
ktora wynika z tego, ze jest ona podalgebra M, (K) ksztaltu (E ") E . ,Eq t+k) Poka-
zemy, ze wtedy algebra A jest podalgebra M, (K) ksztaltu (Egt ,62 ,...,E((It)) w postaci
blokowo trojkatne;j

o Al
e (4.2.21)

A/

gdzie A, = B, A, = BY. .. , AL, = B, natomiast A, = 0yt 0 Tub AL
M 0 2&”<K ) dla dowolnych liczb naturalnych r, s spetniajacych nieréwnosci 1 <r < s <
q. Zatem kazdy z blokéw algebry A w przedstawieniu (4.2.21) bedzie réwny pewnemu
blokowi algebry B, w przedstawieniu (4.2.20) lub bedzie zerowy. Wowczas za podalgebre
B z podpunktu 1) twierdzenia bedziemy mogli przyja¢ B;.

Algebry A oraz B; sa odpowiednio D,_; podalgebra M,,(K) ksztattu (ny,na, ..., ng_¢)
I typu oraz D,_,1; podalgebra M, (K) ksztaltu (f&l) Egl), o ,éél)tﬂ) I typu. Poniewaz A
zawiera sie w Bl zgodnie z ksztaltem (€ U 1), e ,&(J )t+1) to A jest podalgebra M,,(K)
ksztattu (ﬁgl), Eg e fé )t+1) Na mocy Lematu 4.2.10 postaé¢ blokowo tréjkatna algebry

ﬁ(l) ...,El(ll,)tﬂ), rozni sie¢ od postaci blokowo tréj-

A, ktéra odpowiada ksztattowi (fl ,
katnej algebry B; ze wzoru (4.2.20) jednym blokiem nie bedacym na gltéwnej przekatnej.
W algebrze A jest on zerowy. Dla dowolnych liczb naturalnych r, s spetniajacych nieréw-
nosci 1 < r < s < q—t+1 blok BY jest réwny Mgg‘l)xz(gl)(K). Udowodnilismy wiec, ze
jesli t = 1, to algebra A jest w postaci (4.2.21).

Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy ¢t > 1. Zgodnie z tym co pokazaliémy W poprzed-

g(l)

nim akapicie, algebra A jest podalgebra M, (K) ksztattu (ﬁ E sy ly2yy1) W postaci

blokowo trojkatne;j
o Algn

, (4.2.22)

"
q—t+1,g—t+1
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gdzie A} = 8511)7 Ay = B%), s A g = Btgl—)t-i-l,q—t-i-la natomiast A, = Og(rl)xg(sl)
lub A7, =M e (K) = B dla dowolnych liczb naturalnych 7, s spetniajacych nieréw-
nosci 1 <r < s < q—t+ 1. Poniewaz algebra B, zawiera si¢ w By zgodnie z ksztaltem
(69,6&2), . ,E((JQ_)HQ), to na mocy Lematu 4.2.10 istnieje liczba v € {1,2,...,q — t + 1},
dla ktoérej

ggl) = 652)7 ce 781(11—)1 = 6(2—) gu 6(2) + gu—l—l? gu-&-l - €u+27 R 6((]1—)1 = gf(f)

u—1»

BY 0,0, 0
oraz blok B() algebry B jest réwny 2 ' ]. Co wigcej, algebra By
0y, X£(2> Bt us

powstaje z algebry By przez zastgpienie bloku B blokiem

Bi?u) M£(2> é(> (K)
0 B’I(L%y)-l,u—f—l

¢2) e

i zachowanie pozostatych blokéw B;. Z réwnoéci £ = (2 + ffﬂl oraz z przedstawienia

algebry A w postaci (4.2.22) otrzymujemy, ze
b A// - Buu7
e dla dowolnej liczby naturalnej r € {1,2,...,u— 1}

ATy =My () = ( My oo () My (K) ) lub

"o o
Avu = 0,0, ) = ( 052 0£<2>><€(f+>1 ) ;

e dla dowolnej liczby naturalnej s € {u + 1L, u+2,...,q¢— 1}

M (2) L ,(2) (K) 0 (2),, (2
L/ %l /" Lo/ XL
A’ =M o m(K) = s+l lub A7 =0, _,0) = s+l
us o) % M£<2+)1x€<2) (K) us o % Og( pe)

41 +1>< s41
Dodatkowo, kazdy z blokéw A, algebry A, gdy r # u i s # u, jest blokiem zerowym
lub jest réwny blokowi B! algebry B;. Ostatni z wymienionych blokéw, ze wzgledu na
zalezno$¢ miedzy algebrami B; oraz Bs, jest rowny pewnemu blokowi algebry By. Opisane
relacje pozwalajg zapisaé¢ algebre A w postaci blokowo trojkatne;j

n n
11 - 1,g—t+2

n
q—t+1,g—t+2

gdzie A} = B2, oy = BY). ..., N2 tre = B((f,)tﬂ,q,tﬂ, natomiast A", = 0y, 4
lub A” = B® =M pOMe) (K) dla dowolnych liczb naturalnych r, s spelniajacych nieréw-
nosci 1 <r<s<qg—t+2.

Kontynuujac przedstawiong powyzej procedure, otrzymamy przedstawienie algebry A
w postaci (4.2.21). To konezy dowdd. O
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4.3 Postacie blokowe D, podalgebr M, (K)

Ten podrozdziat dotyczy sposobéw przedstawienia pewnych D, podalgebr M,,(K) w po-
staciach blokowych. Zaczniemy go od pokazania, ze dla kazdej algebry A, ktora spetnia
jeden z réwnowaznych warunkéw z Lematu 4.2.10, istniejg roézne ciagi (ny, ne, . .., n,) oraz
(0y,0s,...,¢,), dla ktérych A jest podalgebra M, (K) ksztaltu (ny,ng,...,n,) i A jest
podalgebra M, (K) ksztattu (¢1,0s,...,¢,;). Inaczej mowiac, algebra A jest podalgebra
M, (K), ktéra ma rézne przedstawienia w postaciach blokowych. Nastepnie udowodnimy,
ze w pewnych klasach D, podalgebr M,,(K) algebry moga by¢ zapisane w doktadnie jedne;

postaci blokowej.

Stwierdzenie 4.3.1. Niech A bedzie D, podalgebrg M, (K) ksztaltu (ny, ne, ..., n,) I typu
w postact blokowo trojkgtnes
A .. Ay
: : (4.3.1)
Agq

Zatlézmy, ze dla pewnej liczby i € {1,2,...,q} blok Ay jest rowny (061 0&”) ., gdzie
tXs 2

Cy oraz Cy sq podalgebrami odpowiednio M(K) oraz My(K), natomiast s, t sq liczbami
naturalnymi spetniajgcymi réwno$é s+t = n;. Wowczas A jest réwniez podalgebrq M, (K)
ksztattu (01,0, ..., L) T0Znego od (ny,ng, ... ,ng).

Dowdéd. Zacznijmy od przypadku, gdy i = 1. Wtedy blok A;; jest rowny (061 OéXt> )
txs 2

gdzie algebry Cy, Cy oraz liczby s, t spelniaja warunki stwierdzenia. Wykorzystamy go do
pokazania, ze A jest podalgebra M, (K) ksztattu (s,t + ng,ns,n4,...,n,). W tym celu

rozwazmy algebry

C Mg sen, (K
e = (o, Mt ) A A A =
oraz podprzestrzenie liniowe
,12 = ( Osxt ManQ(K) ) ) /13 = Msxn3(K)7 SRR llq = M3an(K),
/ Mtxn (K)
= “ dl 3,4, ...
2u ( Mngxnu(K) a uc { )5 7q}7
A= Auw dla 3<u<v<yq. (4.3.2)
Wtedy z réwnosci s +t = ny oraz z tego, ze A3 = <Ocl Oé”) , Az = My, s, (K)
txs 2

wynikaja nastepujace zaleznosci
C Os Misn, (K
WAy o S e ) (A A
0 t+n2)Xs A/QQ N b 2 txm2 N On Xn -/422 ’
( 2 Onzxs Ong Xt A22 2 !
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Podobnie uzasadniamy, ze

() = (il )= ()
/23 B M(t-i-nz) Xng (K) B -’423

i kolejno dowodzimy réwnosci

) _ [ A 15 _ [ A 19 ) _ [ A
54 Az )7 55 Ay )7 7T on Ay )

Z pokazanych wyzej tozsamosci oraz ze wzoru (4.3.2) dostajemy, ze

/ !/

All P Alq 11 o .. 1q
!/

‘Aqq Aqq

Otrzymane przedstawienie blokowe algebry A pokazuje, ze jest ona réwniez podalge-
bra M, (K) ksztattu (s,t + ng, ns, na, ..., n,) réoznego od (nq,ne, ..., n,). Pokazalismy, ze
stwierdzenie jest prawdziwe dla i = 1.

W sytuacji, gdy ¢ > 1 postepujemy podobnie. Okreslamy wtedy algebry

"o A I/ A " . .A " . Az‘—l,i—l Mni_1><s(K)
11 — 11, 22 225 -0y 1—2,4—2 T 1—2,1—2> i—1,4—1 — 0 C )
SXMi—1 1
" " " "
An’ = Cy, i+1,i+1 — Az‘+1,i+la Ai+2,i+2 = Ai+2,i+27 T 'Aqq - "4‘1‘1

oraz przestrzenie liniowe

no_ <Mm1><t<K)> no — <Mn,‘1><ni+1(K>> " — (Mm1><nq<K)>

i—1,3 Os><t ) i—1,04+1 Msxm+1 (K) g ey i—1,q Msan (K) )
nicr = (M (K) My s(K) dlawe{1,2,...,i—2},

A =M, «(K) dlaw e {1,2,...,i—2}, (4.3.3)
Al =My, (K) dlave{i+1,i+2,....q}

A = Ay, dla (u,v) € {(I, k):1 <l<k <i—2}

U{k)1<I<i—2ni+1<k<q)}
U{(Lk)i+1<li<k<q}

, L. ) Ci 0
Z réwnosci s +t = n; oraz z tego, ze A;_1; = My, xn; (K), Ay = (0 ! é”) otrzy-
txs 2

mujemy nastepujace zaleznosci

4.1 M, K) M, K
< ;l—l,i—l g—u) _ Aicrit ni-xs(K) ni-xi(K) _ ( A1 Ail,i)

O A// Osxni_l Cl 0s><15 0 ./4
t><(n1;1+s) i Otx”i_l OtXS C2 M5 XMNj—1 21

W podobny sposéb uzasadniamy réwnosci

;/71,i+1 _ M(mfﬁs)XmH(K) ) _ Aifl,iJrl
Zi+1 Mtan‘+1 (K) -Ai,i+1
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i nastepnie pokazujemy, ze

" "
iz | _ [ Aicvire 1. o Aisig
" - R " -
iyi+2 Ai,i—i—? Az‘,q Ai,q
" " " "
( i—1,1 i,l) = (“41?171 Ai,l) Y ( i—1,i—2 i,z’—?) = (Aifl,ifQ Az’,z;z) .

Z otrzymanych powyzej tozsamosci oraz z ostatniej rownosci w formule (4.3.3) mozemy

zapisac
A .0 Ay o Al
A= KT = IR
Aqq qu
Powyzsze przedstawienie algebry A pokazuje, ze jest ona takze podalgebra M, (K') ksztal-
tu (ny,no, ..., Ni—2, Mi—1+S, 1, N1, Niga, - . ., Ny) TOzNREgO 0d (N1, Na, . .., ny). Dowdd zostal
zakonczony. O]

Przyktad 4.3.2. Poniewaz algebra <[O( [O(> jest przemienng podalgebra Ms(K') maksy-

malnego wymiaru, to mozemy rozpatrzy¢ algebry

K|K K
A= 0|K 0|, B=
0]0 K

oo oo X
cocoxo

=R RR R

ktére sa odpowiednio Dy podalgebra M3(K) ksztattu (1,2) I typu i D3 podalgebra Ms(K)
ksztaltu (2,2, 1) I typu. Tak okreslona algebra A jest réwniez podalgebra M3(K) ksztattu
(2,1) w postaci blokowej

K K| K
0 K|O
0 0K

Natomiast algebra B jest takze podalgebra Ms(K) ksztaltu (1,3,1) oraz podalgebra
M;5(K) ksztaltu (3,1, 1) odpowiednio w postaciach blokowo tréjkatnych

[K[0 K K[K K 0 K|K|K
0K K K|K 0 K K|K|K
0lo0 K o|K]||, 0 0 K|0|K
0/0 0 K|K 0 0 0|K|K
0 0 0 0K 0 0 0 0K

W przypadku algebry B dowdd Stwierdzenia 4.3.1 prowadzi do jednej z powyzszych po-
staci blokowych w zaleznosci od tego, czy za liczbe ¢ ze Stwierdzenia 4.3.1 przyjmiemy 1,
czy przyjmiemy 2.

Na mocy Wniosku 3.5.7 ciag (1,2) wyznacza Dy podalgebre M3(K) III typu. Zatem
rozpatrywana w ostatnim przykladzie algebra A jest Dy podalgebra Ms(K) maksymal-
nego wymiaru. Podobnie algebra B z tego samego przyktadu jest D3 podalgebra Ms(K)

maksymalnego wymiaru. Wynika to z Twierdzenia 3.5.5.
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W Przyktadzie 4.3.2 wskazaliémy rézne przedstawienia w postaci blokowej pewnej Do
podalgebry M3(K) zawartej w Us(K) oraz Dj podalgebry M;(K) zawarte] w Us(K).
W Uwadze 4.3.3 pokazemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej ¢ > 2 oraz dowolnej liczby
n € {q+1,q+2,...,4q—1} istnieje D, podalgebra M,,(K) maksymalnego wymiaru zawarta
w U, (K), ktéra tez ma rézne przedstawienia w postaci blokowej. Nastepnie udowodnimy,
ze dla liczb naturalnych ¢ i n takich, ze ¢ = n lub n > 4q kazda D, podalgebra M, (K)
maksymalnego wymiaru, ktora zawiera sie U, (K), ma jednoznacznie wyznaczona postaé
blokowa.

W przypadku, gdy ¢ = 2, to z opisanym zagadnieniem zwiazane jest twierdzenie [50,
Theorem 15]. Pokazano tam, ze blokowo trojkatne Dy podalgebry U, (K), ktore sa maksy-
malnego wymiaru, na diagonalnych blokach muszg mie¢ algebry przemienne. Ze wzgledu
na drobny btad w lemacie poprzedzajacym w pracy [50] wspomniane twierdzenie (prawa
strona nieréwnosci w [50, Lemma 12| powinna by¢ wieksza o 1), teza jaka w nim sie znaj-
duje nie jest prawdziwa dla n € {3,4,5,6,7}. Wynika to z tego, ze dla n € {3,4,5,6,7},
mozemy podobnie jak w Przykladzie 4.3.2, skonstruowaé¢ Dy podalgebry U, (K) maksy-
malnego wymiaru, w ktorych jeden z diagonalnych blokéw jest algebra nieprzemienna.

Dla kazdej liczby naturalnej n > 8 przywotane we wczeSniejszym akapicie twierdzenie
pozostaje prawdziwe. Mozemy to uzasadni¢, wykorzystujac Twierdzenie 4.3.5. Istotnie,
wynika z niego, ze dla kazdej Dy podalgebra U, (K) maksymalnego wymiaru, gdzie n jest
dowolng liczbg naturalng wigksza lub rowna 8, istnieje doktadnie jedno przedstawienie tej
algebry w postaci blokowo tréjkatnej. Na mocy Wniosku 4.1.5 w takim przedstawieniu

diagonalne bloki sg algebrami przemiennymi.

Uwaga 4.3.3. Niech g bedzie dowolng liczbg naturalng wicksza lub rowng 2. Na mocy
Twierdzenia 3.5.5 nastepujace ciagi dtugosci ¢

1,1,...,1,2), (1,1,...,1,2,2), ..., (2,2,...,2),
N—— —— ——
q—1 razy q—2 razy q razy
(2,2,...,2,3), (2,2,...,2,3,3), ..., (3,3,...,3),
—— —— —
q—1 razy q—2 razy q razy
(3,3,...,3,4), (3,3,...,3,4,4), ..., (3,4,...,4)
—_— —_— —
q—1 razy q—2 razy q—1 razy
wyznaczaja D, podalgebry odpowiednio algebr M1 (K), Myio(K), ..., My, (K) III

typu. Wiemy, ze (lo( [O(> jest przemienna podalgebra Ms(K) maksymalnego wymia-
ru. Zatem mozemy rozwazy¢ D, podalgebre M,.i(K) ksztattu (1,1,...,1,2) III typu,

ktorej diagonalnym blokiem odpowiadajacym liczbie 2 w powyzszym ciagu jest algebra
K 0
0 K

ona D, podalgebra M,;;(K) maksymalnego wymiaru, ktéra zawiera si¢ w U, (K). Co

, natomiast pozostale diagonalne bloki sg rowne K. 7Z definicji wynika, ze jest

wiecej, ze Stwierdzenia 4.3.1 otrzymujemy, ze rozpatrywana algebra jest réwniez pod-
algebra M,.1(K) pewnego ksztattu (¢1,4s,...,¢,) réznego od (1,1,...,1,2). Podobnie,
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K 0 K 0 0

wykorzystujac algebry ( 0 K > oraz 0 K 0 [, mozemy wskaza¢ przykltady
0 0 K

D, podalgebr M, 2(K), My43(K), ..., My,—1(K) maksymalnych wymiaréw, ktére maja

rozne przedstawienia w postaci blokowej.

Lemat 4.3.4. Niech (ny,no,...,n,) bedzie ciggiem, przy pomocy ktorego mozemy okresli¢
D, podalgebre M, (K) ksztaltu (ny,na,...,ng) I typu. Zalézmy dodatkowo, Ze istnieje
liczba i € {1,2,...,q}, dla ktérej n; € {2,3}. Wtedy n < 4q.

Dowdéd. Niech (ny,na,...,n,) bedzie ciggiem, ktéry spetnia zalozenia lematu. Woéwczas
z Twierdzenia 3.5.5 wynika, ze istnieje permutacja o zbioru {1,2,...,q} taka, ze ciag
(No(1), No(2)s - - - » Na(g)) jest TOWNY

(1,1,...,1,2,2,...,2) lub (2,2,...,2,3,3,...,3,4,4,...,4),

a razy b razy c razy d razy e razy

gdzie a, b, ¢, d, e sa liczbami ze zbioru {0, 1,...,¢q} spelniajacymi réwnosci a + b = ¢ oraz

¢ +d+ e =q. Zatem liczba n = ny +ny + ... + n, jest rowna

a+2b lub 2c+ 3d+ 4e. (4.3.4)

W drugim z powyzszych przypadkow, z réwnosci ¢ + d + e = ¢ oraz n = 2¢ + 3d + 4e
wynika, ze
n=2c+3d+4e <4(c+d+e)<4q
Poniewaz ciag (n1,n2,...,n) jest rézny od (4,4,...,4), to liczba n = Y9_, n; jest rézna
od 4q. W rozwazanym przypadku spetniona jest wiec nieréwnosé n < 4q.
Podobnie sprawdzamy, ze n < 2q < 4q, gdy spetniona jest pierwszy z przypadkow
w formule (4.3.4). To koticzy dowdd. O

Twierdzenie 4.3.5. Niech n @ q bedg liczbami naturalnymi wiekszymi lub rownymi 2
takimi, Ze n = q lubn > 4q. Niech A bedzie D, podalgebrq M, (K) maksymalnego wymiaru
zawartg w U, (K). Wtedy A jest podalgebrq M, (K) dokladnie jednego ksztaltu.

Dowdd. Jezeli n = ¢, to A = U,(K) i algebra A nie jest podalgebra M, (K) zadnego
innego ksztaltu niz (1,1,...,1). Zatem w tym przypadku twierdzenie jest prawdziwe.

W dalszej cze$ci dowodu bedziemy zaktadali, ze n > 4¢. Na mocy Twierdzenia 4.1.4
algebra A jest pewng D, podalgebra M, (K) ksztaltu (ny,no,...,n,) III typu w postaci
blokowo trojkatne;j

A .0 Ay

: : (4.3.5)

Agq

Pokazemy, ze A nie jest podalgebra M, (K) zadnego innego ksztattu niz (ny, ng, ..., ny).
Przypu$émy przeciwnie, ze A jest takze podalgebra M, (K) ksztattu (¢4, by, . . ., {,) réznego
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od (n1,ne,...,n,) w postaci blokowej
o Al

: : (4.3.6)

A
Rozpatrzmy ciagi (No, N1,...,N,) oraz (Lo, Ly, ..., L,) okreslone jak te z Uwagi 4.2.7.
Podobnie jak w dowodzie Lematu 4.2.9 oraz Twierdzenia 4.2.13 powiazemy z nimi pewne
idempotenty. Wykorzystamy je do pokazania, ze jeden z diagonalnych blokow algebry
A w postaci (4.3.5) jest rozkladalny. Poniewaz Ny = 0 = Ly oraz (ni,ng,...,n,) #

(01, 0y, ...,4,), to istnieje liczba i € {1,2,..., ¢}, dla ktére]

i—1 i—1 i i
No= Lo, ..., Niflzznizzgi:[ﬁfl’ Nizzni?ﬁz&zfzi-
k=1 k=1 k=1 k=1

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy L; < N;. Poniewaz I,, € A}, Is, € Ay, ...,
I, € A

1)

to z postaci blokowej (4.3.6) wynika, ze idempotent Zﬁ;l exr nalezy do algebry

A. Podobnie idempotent Z]kv;"ll err nalezy do algebry A. Zatem nalezy do niej element
L; Ni—1
> ew— Y. enk
k=1 k=1

Poniewaz N; 1 = L;_1 oraz L; < N;, to powyzszy element w postaci (4.3.5) ma niezerowe

wyrazy jedynie w miejscu i-tego diagonalnego bloku. Pozwala to zastosowac¢ Lemat 4.2.11.
Cl Os><t

0t><s CQ
przemiennych podalgebr C; oraz Cy odpowiednio algebr M (K) oraz M,(K), gdzie s =

Wynika z niego, ze algebra A;; jest w postaci blokowej dla pewnych

L; — N;_1,t = N; — L;. Algebra A;; jest przemienna podalgebra M, (K) maksymalnego
wymiaru, wiec n; € {2,3} na mocy Stwierdzenia 2.1.5. Teraz z Lematu 4.3.4 otrzymujemy
nieré6wnos¢ n < 4q, co jest sprzeczne z zatozeniem. To konczy te cze$¢ dowodu.

Zalézmy zatem, ze L; > N,;. Poniewaz ciagi (ny,ne, ..., n,) oraz (01, 4s, ..., {,) wyzna-
czaja ksztatty podalgebr M,,(K), to N, = n = L,. Istnieje wiec liczba j € {1,2,...,¢—1}
taka, ze

Li>N;, ..., Litj1>Nigjo1, Liyj < Niyy.
Podobnie jak we wczesniejszym przypadku pokazujemy, ze idempotenty

Litj—1 Nitj—1

Z €k Oraz Z Crlk
k=1 k=1

naleza do algebry A. Zatem do algebry A nalezy element

Litj—1 Nitj—1

Z Ckk — Z Ckk-
k=1 k=1

Ze wzgledu na nieréwnosci Ny ;1 < Liyj—1 < Liy; < Niyj powyzszy element ma niezero-
we wyrazy w (i + j)-tym diagonalnym bloku ze wzoru (4.3.5). Stad wynika, ze do algebry
A;+; mozemy zastosowa¢ Lemat 4.2.11. Jak poprzednio z niego, a nastepnie z Lematu

4.3.4 otrzymujemy, ze n < 4q. Uzyskana sprzecznos$¢ konczy dowdd. O
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Rozdziat 5

Algebry rozwigzalne, nilpotentne

oraz ich uogodlnienia

W tym rozdziale bedziemy badali algebry, ktére z nawiasem Liego bedacym komutato-
rem elementéw, sg nilpotentnymi algebrami Liego lub rozwigzalnymi algebrami Liego.
Bedziemy rozpatrywali rowniez uogolnienia powyzszych klas algebr.

Gléwne wyniki uzyskamy w czwartym podrozdziale. Dotycza one podalgebr M, (K)

speliajacych tozsamos¢é wielomianowg
“1'17 y1]7 Zl] |:[x27 y?]a 22] s [[CE(J) yq]7 Zq] = 07 (501)

gdzie q jest dowolng liczbg naturalng, wieksza lub réwng 2. W kilku poczatkowych podroz-
dziatach wprowadzimy definicje oraz przedstawimy rezultaty, ktére poza Stwierdzeniem
5.1.10 oraz Przyktadem 5.2.6 pochodzag z artykutow [45], [49] oraz [50]. Pokazane w tych
podrozdziatach wyniki sg motywacja do dalszych rozwazan z tego rozdziatu.

W pierwszym podrozdziale przywotamy twierdzenia dotyczace maksymalnego wymia-

ru podalgebry M,,(K') speliajacej tozsamosé wielomianowa

[ [[xl,xz],a;g},...,xq] =0 (5.0.2)

dla dowolnej liczby naturalnej ¢ > 3. Nastepnie pokazemy podobienstwa oraz réznice
miedzy algebrami spelniajagcymi tozsamosé wielomianowg (5.0.2) i D, algebrami.

Drugi podrozdziatl dotyczy podalgebr M,,(K), ktére z nawiasem Liego, bedacym ko-
mutatorem elementéw, sg rozwigzalnymi algebrami Liego indeksu ¢. Przyktadami takich
podalgebr sa D1 podalgebry M, (K). Przy dodatkowych zatozeniach wspomniane dwie
klasy podalgebr sa sobie réwne (patrz [49, Theorem 4] i [50, Theorem 4]). Z tego powodu
interesujace sa przyklady podane w [32], rozrézniajace te klasy. Przywotamy je w tym
podrozdziale, a nastepnie przedstawimy wtasna konstrukcje. Wymiary uzyskanych pod-
algebr beda stosunkowo mate. Zatem pytanie o maksymalny wymiar podalgebry M, (K),
ktora z nawiasem Liego, bedacym komutatorem elementéw, jest rozwiazalng algebra Lie-

go indeksu ¢ (patrz [45, 9. Open Questions]), pozostaje otwarte. W przypadku, gdy ¢ = 2
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w czwartym podrozdziale znajdziemy przedziat, do ktérego nalezy rozwazany w pytaniu
wymiar. Dla matych liczb n jest on waski.

W trzecim podrozdziale bedziemy rozpatrywali pewna klase podalgebr algebry macie-
rzy gornotréjkatnych n x n, o wyrazach w algebrach spetniajacych wybrane tozsamosci
wielomianowe. Rozwazane podalgebry sa zwiazane z konstrukcja przedstawiona we wcze-

Sniejszym podrozdziale.

5.1 Lmn, podalgebry M, (K)

Podrozdziat ten dotyczy algebr, ktore z nawiasem Liego bedacym komutatorem elemen-
tow, sa nilpotentnymi algebrami Liego. Zaczniemy od definicji.

Nich A bedzie algebra. Okreslmy indukcyjnie ciag
A=A, ¢ (A =[e1A),A = {[z,y] :xcCiA),yc A} (5.1.1)
gdzie q jest dowolna liczbg catkowita nieujemna.

Definicja 5.1.1. Powiemy, ze algebra A jest Lie-nilpotentna indeksu ¢, jesli przestrzen
liniowa A z nawiasem Liego réwnym komutatorowi elementéw jest nilpotentna algebra

Liego indeksu ¢, to znaczy €(A) = {0}. Bedziemy pisa¢ w skrécie, ze A jest Ln, algebra.

Mozemy réwnowaznie powiedzie¢, ze A jest Ln, algebra, jesli dla dowolnych elementow

ay, ag, . .., aq+1 € A spelniona jest réwnosé

l [[al,az],ag},...,aw] = 0.

Przyktad 5.1.2. Niech ¢ i n beda liczbami naturalnymi takimi, ze 2 < ¢ < n. Wtedy dla

dowolnych liczb naturalnych ny,no, ..., n, spelniajacych réwnosé Y7, n; = n algebra

O, Xi2 ... Xy
A=<al, + O, ra € K, Xij € My,xp, (K), gdzie 1 <i<j<q

qul,q
On,
jest Ln,_; algebra. Istotnie, niech A;, Ay, ..., A, beda dowolnymi elementami algebry A.
Z okreslenia algebry A istniejg elementy aq, as, ..., a, € K oraz macierze
Oy Myysns (K) o0 My, (K)

Ny, No,...,N, € Onz

an,1 XNg (K>
On,

takie, ze Ay = o1, + Ny, Ay = ooy, + No, ..., Ay = oL, + N,. Z postaci blokowo trojkat-

nych macierzy Ny, N, ..., N, wynika, ze dla dowolnej permutacji o zbioru {1,2,...,q}
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spetniona jest 16Wnos¢ Ny (1) No(2) - - No(q) = 0,,. Poniewaz macierze a1, asl,, ..., agl,

sa przemienne z kazdym elementem algebry A, to
[. . [[Al,AQ],Ag],...,Aq] — [ , [[alln + Ny, aol, + Ny, asl, + Ns|, ... agl, —i—Nq]

= l [[Nl,NQ],Ng},...,Nq].

Powyzszy element jest kombinacja liniowa iloczynéw wszystkich z macierzy Ny, No, ...,
N, w pewnych kolejnosciach. Zatem | ... {[Al, Ay, Ag}, . ,Aq] = 0,, co pokazuje, ze A
jest Ln,_; algebra.

Dla g = 2 rozpatrywana powyzej algebra jest réwna algebrze przemiennej As, ktorg
rozwazalismy w Przyktadzie 2.2.1. Natomiast gdy ¢ = n, to powyzsza algebra jest rowna
algebrze U} (K).

Algebre A z Przyktadu 5.1.2 bedziemy nazywali Ln, 1 podalgebrg M, (K) zwigza-
ng z ksztaltem (ny,na,...,n,). Wymiar Ln,_; podalgebry M, (K) zwiazanej z ksztaltem

(n1,n9,...,ny) jest réowny

ny4ng+ ... +ng)* — X n? 1

1+ Z ninj:1+( ! 2 q) 2iz1 l:l—i—(?ﬂ—Zn?). (5.1.2)
1<i<j<n 2 2 i=1

7 wyrazeniem wystepujacym po prawej stronie ostatniej rownosci zwigzana jest funkcja,

ktorej argumentami sg dwie liczby naturalne

M(g,m) = max {1 + ; <m2 _ Zq;ﬁ)} | (5.1.3)

El7£27~--76q

gdzie maksimum jest rozpatrywane wéréd liczb 0y, 0, ..., ¢, € {0,1,...,m} spetniajacych
rownosé YoF_, ¢; = m. Tak okreslona funkcje wykorzystywano w pracy [45], gdzie pokazano

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.1.3 (Theorem 24, [45]). Niech A bedzie dowolng Ln,_1 podalgebrg M, (K).
Wtedy dim A < M(q,n).

Z Twierdzenia 5.1.3 oraz ze wzoru (5.1.2) wynika, ze Ln, ; podalgebra M, (K) zwia-
zana z pewnym ksztattem (ni,ns,...,n,) jest Ln, ; podalgebra M, (K) maksymalnego
wymiaru réwnego M (q,n). Wyznaczenie takiego ciagu (ny,ne,...,n,) sprowadza si¢ do

analizy funkcji M(q,n). Przywotamy niektore z wynikéw dotyczacych tej funkeji.

Twierdzenie 5.1.4 (Theorem 31, [45]). Niech q i n bedg liczbami naturalnymi takimi,

ze q < n. Zalozmy, Ze r jest resztq z dzielenia n przez q. Wtedy

M(q,n) = 1+; (nQ—(q—r)EJQ—rQZJ +1>2) .
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Twierdzenie 5.1.5 (Theorem 32, [45]). Niech n i q bedq liczbami naturalnymi takimi,
Ze g <norazq€{2,3,4,5,6,7}. Wtedy M(q,n) =1+ VLQ(%]_DJ.

Twierdzenie 5.1.6 (Corollary 27, [45]). Niech n i q bedg liczbami naturalnymi takimi,
ze ¢ >n. Wtedy M(q,n) =1+ "QT_”

Z Twierdzen 5.1.3-5.1.6 oraz ze wzoru (5.1.2) otrzymujemy wniosek analogiczny do

Twierdzenia 3.5.3 méwigcego o ksztaltach D, podalgebr M,,(K') maksymalnego wymiaru.

Whniosek 5.1.7. Niech ¢ i n beda liczbami naturalnymi.

a) Jesli ¢ < nir jest reszta z dzielenia liczby n przez ¢, to Ln,_; podalgebra M, (K)

(6 bl

q — r razy T razy

zwiazana z ksztattem

jest Ln,_; podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru.
b) Jedli ¢ > n, to U} (K) jest Ln,_; podalgebrg M,,(K) maksymalnego wymiaru.

Przyktad 5.1.8. Niech A bedzie Lny podalgebra My(K) zwiazana z ksztaltem (1,1,2)
oraz niech B bedzie Lng podalgebra Mg(K) zwiazana z ksztaltem (1,1,2,2). Wtedy A
jest Lny podalgebra My(K) maksymalnego wymiaru, natomiast B jest Lng podalgebra
Mg (K) maksymalnego wymiaru. Zgodnie z definicja

A=KI+ , B=KIs+

o ool =

K
K
0
0

o o olo
o o X=

o o o oo
o oloc o X
o olo o)X

o ol R =R =
o ol R =R

o O O O OO

Przedstawione powyzej przyktady Ln,_; podalgebr M, (K) maksymalnych wymiaréw
sa podobne do D, podalgebr M, (K) III typu. W kolejnych stwierdzeniach pokazemy
pewne réznice miedzy tymi klasami podalgebr.

Niech A bedzie dowolng D, podalgebra M,,(K) ksztattu (nqy, na, ..., n,) III typu. Wte-
dy idempotent £ = > I, e; oraz element ey, naleza do A. Poniewaz liczby naturalne
ni1,MNa, ..., N, 7 rozpatrywanego ciagu spetniajg réwnosé Y7, n; = n oraz zakladamy, ze

q > 2, to n; < n. Zatem spetnione sa réwnosci
E-e, = €ins  €ln - E=0,.
Pokazalismy, ze idempotent E nie jest centralny.

Stwierdzenie 5.1.9 (Proposition 6, [45]). Niech A bedzie dowolng Ln, algebrg. Wiedy
kazdy idempotent algebry A jest centralny.
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Dowdd. Niech e bedzie dowolnym idempotentem algebry A. Jak zauwazyliémy po Definicji

1.0.8, wtedy e i (1 — e) sa idempotentami ortogonalnymi. Zatem spetnione sa réwnosci
e?=e e(l—-e)=0, (1—ee=0, (I1-e)?=(1-—e). (5.1.4)

Niech a bedzie dowolnym elementem A. Mamy pokazaé, ze ae = ea. W tym celu okreslmy
pomocnicze elementy b = (1 — e)ae oraz ¢ = ea(1l — e) nalezace do algebry A.
Z pierwszych dwoch réwnosci w formule (5.1.4) wynika, ze [b,e] = be — eb = b. Stad

otrzymujemy réwnosé [[b, el, e} = [b, €] = b. Analogicznie pokazujemy, ze

M““@dxkuwe]:b

—_———
q razy

Poniewaz A jest Ln, algebra, to lewa strona powyzszej réownoéci jest zerowa, wiec b = 0.

Korzystajac z trzeciej i czwartej rownosci w formule (5.1.4), podobnie sprawdzamy, ze

{uﬂql—dﬂ—fkuwl—elzc:O (5.1.5)

q razy

Z réwnoséci b = 01 ¢ = 0 wynika, ze ae = eae oraz ea = eae. Zatem udowodnilidmy

rownos¢ ae = ea. To konczy dowod. O

We Wniosku 3.2.6 pokazaliémy, ze D, podalgebry M, (K) maksymalnego wymiaru
sa sprzezone z D, podalgebrami M, (K) III typu. Zobaczymy, ze analogiczny opis Ln,
podalgebr M,,(K) maksymalnego wymiaru nie moze by¢ prawdziwy bez dodatkowego

zalozenia o ciele K.

Stwierdzenie 5.1.10. Niech K bedzie ciatem charakterystyki 2 i niech

d

‘z ca,b,c,dye, f e K

a

A=

O O O e
o o e o
Q2 d O

Wtedy A jest Lny podalgebrg My(K), ktora nie jest sprzezona z Lng podalgebrq My(K)

zwigzang z Zadnym ksztaltem (nq, ng, ng).

Dowdd. 7 okreslenia wynika, ze zbior A jest przestrzenig liniowa zamknieta na mnozenie.
Zatem A jest podalgebra My(K). Teraz pokazemy, ze A jest Lny algebra. W tym celu

rozpatrzmy dowolne macierze

Ty Ty T3 T4 Y1 Y2 Ys Ys
0 x5 we 1 0 v oys ve

X = 0 0 1 X9 oraz ¥ = 0 0 1 Y2 ’
0 0 0 I 0 0 0 Y1
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ktére nalezg do A. Wtedy

T1 T2 T3 X4 Y Y2 Ys Ya Y Y2 Ys Ya Ty T2 T3 T4
X,Y] = 0 @ x5 w6 | [0 w1 vs Y| |0 w1 ys ys || O @1 x5 @
’ 0 0 z1 @ 0 0 w1 0 0 w1 ¥ 0 0 = @
00 0 2/\0 0 0 y 00 0 »,/\0 0 0
Ty T1Y2 + Tayr T1Ys + Toys + T3l b
_ 0 T1lh T1Ys + X5 T1Ye + TsY2 + Teln
0 0 T T1Yo + Tayr
0 0 0 11
Y11 Y1%2 + Y1 Y1T3 + Y25 + Y3y ta
_ 0 Y11 N5 + YsT1 Y16 + YsT2 + YeT1
0 0 Y171 Y1T2 + Y21
0 0 0 Y121
0 0 xoys — Y25 t1 —to
_ 00 0 T5Y2 — Y52
0 0 0 0 ’
0 0 0 0

gdzie t| = x1Ys + T2y + T3Y2 + Tay1, Lo = Y174+ YoTs + Y3T2 + y4x1. Z dowolnosci macierzy

X, Y oraz tego, ze w ciele charakterystyki 2 liczby przeciwne sa sobie réwne wynika, ze

komutatory kazdych dwoch elementow algebry A naleza do zbioru

Sprawdzimy, ze dowolny element zbioru C jest przemienny z kazdym elementem algebry

A. Niech wiec

C:

0 0 ¢ d

o O O
o O O
o O O
OO0

e, de K

0 0 up wuo Uy U2 Ug U4
. 00 O Uy o 0 V1 VUs Vg
U= 00 0 o0 |’ V= 0 0 vy vy
00 0 O 0 0 0 o
beda dowolnymi elementami odpowiednio C oraz A. Wtedy
0 0 UIV1  U1Vg + UoUq 00 ViU ViU + VoUy
. 0 0 0 U1V 0 0 0 ViU .
UVI=19 0 o 0 00 0 0 = s
00 0 0 00 0 0

7 ostatniej rownosci oraz zawierania {[al, as) = ay,ay € A} C C otrzymujemy, ze A jest
algebra z tozsamoscig wielomianowsg [[a:, yl, z} = 0. Pokazalismy, ze A jest Ln, algebra.
Wezesniej w Przyktadzie 5.1.8 podali$my przyktad Lny podalgebry My (K') maksymalnego
wymiaru. Wymiar jej jest rowny 6. Tego samego wymiaru jest algebra A, wiec A jest Lny
podalgebra My(K') maksymalnego wymiaru.

Pozostalo sprawdzié, Ze nie istnieje ciag liczb naturalnych (n, ny, n3) spelniajacy row-

no$¢ ny + ny + ng = 4, dla ktérego algebra A jest sprzezona z Lny podalgebra My(K)
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zwiazang z ksztaltem (ny, ng,n3). W tym celu rozpatrzmy dowolny ciag liczb naturalnych
(ny,n9,n3) speliajacy réwnos¢ ny + ng + n3 = 4. Niech B bedzie Lny podalgebra My (K)
zwiazana z ksztaltem (ny,no, ng). Poréwnamy idealy U(A) oraz U(B) algebr A oraz B,
ktorych elementami sa wszystkie macierze nalezace do tych algebr o zerowych wyrazy na

gtownych przekatnych. Tak okreslone ideaty U(A) i U(B) sa réwne odpowiednio

0 b c d

b On Mayena(K) My ()
000 b :b,e,dye, f e Ky, Oy xny On,y My; xns (K)
O O O 0 Ong XM 0713 Xng On3

Zatem U(A)? # {04}, natomiast U(B)? = {04}. Stad wynika, ze algebry A oraz B nie sa

izomorficzne, wiec nie sg sprzezone. To konczy dowdd. O

5.2 Algebry Ls,; nie bedace D, algebrami

W tym podrozdziale bedziemy rozpatrywali algebre macierzy gornotrojkatnych z réwnymi
sobie wyrazami na gltéwnej przekatnej o wyrazach w algebrze A. Bedziemy oznaczaé ja
przez U5(A). Algebre Uj(A) wykorzystamy do pokazania ciekawych zaleznosci miedzy

algebrami z nastepujacymi tozsamosciami wielomianowymi:

(o, pn]lwa,g0) = 0, [[wnwal 25| =0, [[wr, ), [22, 9] | = 0.

z 0 0
Uwaga 5.2.1. Jesli x jest dowolnym elementem algebry A, to macierz 0 =z 0
0 0 =z
nalezy do U%(A). Analogicznie jak w przypadku algebry macierzy nad ciatem bedziemy
a b c
ja oznaczaé przez xl3. Komutator macierzy xl3 z dowolna macierza | 0 a d | algebry
0 0 a
U%(K) jest rowny
x 0 0 a b c a b c x 0 0 [z,a] [z,0] [z,
0 z O 0O ad|—-]0uad 0z 0 |= 0 [z,a] [x,d]
0 0 =z 0 0 a 0 0 a 00 =z 0 0 |[z,d

Stad wynika, ze element xl3 jest przemienny z kazdym elementem U%(A) wtedy i tylko

wtedy, gdy element z jest przemienny z kazdym elementem A.

Algebra z tozsamo$ciag wielomianows {[ml,yl][xz,yg]} = 0 jest przyktadem algebry
rozwiagzalnej, ktora definiujemy nastepujaco.

Nich A bedzie algebra. Okreslmy indukcyjnie ciag
DU(A) = A, DTHA) = [DI(A), DU(A)], (5.2.1)
gdzie q jest dowolng liczba catkowity nieujemna.
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Definicja 5.2.2. Powiemy, ze algebra A jest rozwigzalng indeksu ¢, jesli przestrzen linio-
wa A z nawiasem Liego bedacym komutatorem elementow jest rozwiazalna algebra Liego

indeksu ¢, to znaczy ©9(A) = {0}. Bedziemy pisa¢ w skrécie, ze A jest Ls, algebra.

Twierdzenie 5.2.3 (Theorem 2.1, [32] i Proposition 7, [50]). Niech A bedzie algebrg.
Wowczas U;(A) jest Lsy algebrg wtedy i tylko wtedy, gdy A jest jednoczesnie Lny i Dy
algebrg.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze A jest Lng i Dy algebra. Pokazemy, ze Uj(A) jest Lso

algebra. Wezmy dowolne macierze

a b e1 f1i g az by ¢ e fa Go
X1= 0 a1 dy , Y= 0 e I , Xo= 0 ay dy , Yo= 0 e hy )
0 0 aq 0 0 €1 0 0 (05} 0 0 €9

ktére naleza do Uj(A). Wtedy

ap by ¢ e1 fi ¢ e1 fi g ap by ¢
[Xl,Yi] = 0 aq dl . 0 €1 hl — 0 €1 hl . 0 aq dl
0 0 aq 0 0 €1 0 0 €1 0 0 aq
lay,e1] a, fi] +[br,e1] [ar, 1] + [c1, e1] +bi1hy — fidy
= 0 [Cll, 61] [&1, hl] + [dl, 61] s (522)
0 0 [ay, e1]

wiec [X1, V1] = [a1, e1]I3 + Cy + Z, gdzie

0 [ay, fi] +[b1,e1] [a1,91] + [e1, €] 0 0 bihy — fidy
Cl = 0 0 [CLl, hl] + [dl, 61] s Z1 = 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Podobnie [XQ, }/2] = [CZQ, 62]]3 + Cg + ZQ, gdzie
0 [ag, fo] + [ba, e2] [a2, ga] + [c2, €] 0 0 behy — fads
02 = 0 0 [CLQ, hQ] + [dg, 62] N ZQ = 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Poniewaz A jest Ln, algebrg, to dla dowolnych r;,75 € A komutatory [[al,el],rl},
“(1/2,62],7"2} sa zerowe. Zatem z Uwagi 5.2.1 wynika, ze macierze [aq,e1]l3, [as,es]l3 sa

przemienne z kazdym elementem Uj(A). Stad otrzymujemy réwnosci

[[Xh Y], [Xo, Yzﬂ = [[ah e1)ls + C1 + 71, [ag, ea)I3 + Coy + 22} =[C1 + Z1,Cs + Zy)
:Olcg - 0201 + 01Z2 - ZQCl —|— Zng - Cng + Z1Z2 - ZQZl. (523)

Wyrazy macierzy C i Cy sa sumami komutatorow elementéw algebry A. Zatem z tego,
ze A jest Dy algebrg, wynikajg réwnosci C1Cy = CoC) = 03. Pozostale wyrazy w formule
(5.2.3) sa réwniez zerowe, co wynika z okreslenia macierzy Cy, Cy, Z1, Zs. To kohczy

dowdd jednej z implikacji.
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Teraz zalozmy, ze Uj(A) jest Lsy algebra. Pokazemy, ze wtedy A jest Dy oraz Ling
algebra. Zaczniemy od udowodnienia, ze A jest Dy algebra. Dla dowolnych xy1, x9, y1, 92 €

A rozpatrzmy nastepujace macierze nalezace do Uj(A)

z1 0 0 0 1 O o 0 0 00 0
Xi=| 0 2 O [, Yi=[0 0 O [,Xo=]| 0 220 0 |,Yo=]0 0 u
0 0 =z 0 0 0 0 0 = 00 O

Poniewaz Uj(A) jest Lsy algebra, to powyzsze macierze spetiaja réwnosci

0 fa, 3] 0 (000 0 0 [z1,m][r2, 9]
03: |:[X17 }/1]7 [X27 }/2]:| — O O 0 s O O [$2,y2] — O 0 0 ,
o o o) \oo 0 00 0
wiee [, vy1][T2,y2] = 0. Powyzsza réwnosé¢, z dowolnosci elementéw 1, T, y1,92 € A,

pokazuje, ze A jest Dy algebra.
Aby zakonczy¢ dowod, sprawdzimy, ze A jest Lng algebra. Niech 2y, 25, 23 beda dowol-

nymi elementami algebry A. Rozwazmy nastepujace macierze nalezace do U%(.A)

z10 0 z 0 0 0 z3 0 0 00
Zl = 0 21 0 3 ZQ = 0 Z9 0 s Zg = 0 0 O s Z4 = 0 0 1
0 0 = 0 0 2 0 0 0 0 00

Korzystajac z tego, ze U5(A) jest Lsy algebra, otrzymujemy réwnosci

[21,20] O 0 00
05=%1, %), [Zs, Za)|=|| 0 [21,] 0 |,|0 0
0 [z1, 2] 0 0

z3

0

0
0 “217 2], 23}
0
0 0

0
=10
0

Stad wynika, ze [[21,22],2:3} = 0. To pokazuje, ze A jest Lny algebra. Dowdd zostal
]

zakonczony.

Nastepujace twierdzenie udowodnimy, inspirujac sie dowodem ostatniego twierdzenia.

Twierdzenie 5.2.4. Niech A bedzie algebrg. Wowcezas U5(A) jest Dy algebrq wtedy i tylko
wtedy, gdy algebra A jest przemienna.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze U5(A) jest Dy algebra. Udowodnimy, ze algebra A jest
przemienna. Niech a,b beda dowolnymi elementami A. Wtedy macierze als, bls, eqo, €3

naleza do U%(.A). Poniewaz Uj(A) jest Do algebra, to
0

03 = [als, b3 - [e12,e93] = [a,b][5-e13=| 0 O O

00 O

Stad wynika, ze [a,b] = 0. To pokazuje, ze algebra A jest przemienna.
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Zatézmy teraz, ze algebra A jest przemienna. Udowodnimy, ze Uj(.A) jest Dy algebra.

W tym celu rozwazmy dowolne macierze nalezace do Uj(K)

a b e1 fi ¢ as by ¢ e2 f2 g
Xi=| 0 a dy |, Yi=| 0 e h |, Xo=| 0 ap dy |, Yo=| 0 e hy
0 0 aq 0 0 €1 0 0 a9 0 0 €9

Wtedy z formuty (5.2.2) wynika, ze

0 0 bhy — fidy
xLvil=|o0 o 0
00 0
Podobnie otrzymujemy réwnosé
0 0 bohgy — fady
X, s =| 0 0 0
0 0 0
Zatem [X1,Y1][Xs, Ya] = 035. To pokazuje, ze A jest Dy algebra i koniczy dowdd. O

Zauwazmy, ze dla dowolnego ciata K algebra Uj(K) nie jest przemienna. Natomiast
na mocy Twierdzenia 5.2.4 jest ona Dy algebra. Co wiecej, U5(K) jest Lny podalgebra
M;(K) zwiazang z ksztaltem (1,1,1). Zatem z Twierdzenia 5.2.3 i Twierdzenia 5.2.4
otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 5.2.5 (Corollary 2.2, [32], Example 3, [49]). Algebra Uj (U§(K)) jest Lso algebra,
ale nie jest Dy algebra.

Na zakonczenie tego podrozdzialu podamy przyktad podalgebry Mg(K) wiekszego
wymiaru od wymiaru algebry Uj (Ug(K )), ktora jest Lsy algebra, ale nie jest Do algebra.

Aby to zrobié, znajdziemy algebre, w ktérej komutator dowolnych dwoch elementéw jest

réwny
0000 a Bu bz Bis Pu
0 0 00 0 [Ba1 Baa Bog Pos
00 00 0 B31 Bz B33 B4
0000 0 Bu b2 Biz Pu
00000 0 0 0 a (5.2.4)
00 0O0O0 O 0 0 0
00 0O0O0 O 0 0 0
00 0O0O0 O 0 0 0
0O 00O0OO0 O 0 0 0

dla pewnych «,3;; € K, gdzie i,j € {1,2,3,4}. Woéwczas dla dowolnych elementéw

X1, Ta, Y1, Yo nNalezacych do takiej algebry, istnieja elementy a, ap € K spekliajace réwnosé
“1’17?/1]7 [, 1/2]} = a10pe19 — gie19 = Oy

Stad wynika, ze jest ona Ls, algebra.
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Pokazemy, ze algebra A okreslona wzorem

a b 00 ¢ yn Y12 Y13 Yua
Ola 0 0 d |y Y22 Y23 You
010 a 0 z1|ys1 Ys2 Y33 Ysa
010 0 a 22 |ys Va2 Y43 Yaa
0/0 00 a|b 0 0 ¢ ca,b, e, d, wy, 20,21, 29, Y11, - - -5 Yas € K
0000 O|a O 0 d
0000 0|0 a 0 =z
0000 0[O0 0 a =z
0000 O0O]0 O 0 a

(5.2.5)
jest podalgebra Mg (K') o opisanej w poprzednim akapicie wlasnosci. Istotnie, zbiér A jest
przestrzenia liniowa zamknieta na mnozenie. Wyrdznione przy definicji bloki sa przemien-
nymi podalgebrami My (K) réwnymi algebrze A; z Przyktadu 2.2.1 dla liczb ny = 3,ny = 1
wystepujacych w jej definicji. Korzystajac z tego wnioskujemy, ze komutator dowolnych
elementow A jest w postaci (5.2.4). Co wiecej, macierze ey + €s6, €25 + €69 naleza do A.

Spelniaja one nastepujaca zaleznoscé
le12 + €56, €25 + €69)[€12 + €56, €25 + €69] = (€15 + €59 — €26) (€15 + €59 — €26) = €19 F 0.

Zatem A jest Lsy algebra, ale nie jest Dy algebra.

Wymiar algebry A jest réwny 24, wiec jest wigkszy od dim U3 (U;;(K )) = 16. Pomimo
tego, ze A jest Ls, algebra, ale nie Dy algebra, to jej wymiar nie przekracza maksymalnego
wymiaru Dy podalgebry Mg (K) réwnego 2 + {%J = 32 (patrz Wniosek 3.5.4).

Opiszemy jak zmodyfikowaé¢ przedstawiona powyzej konstrukcje, aby dla dowolnej
liczby n > 5, uzyskaé Lss podalgebre M,,(K), ktora nie jest Do algebra.

Zalézmy najpierw, ze n jest liczbg nieparzysta, rowng 2¢ + 1 dla pewnej liczby ¢ >
2. Zastapmy bloki wyréznione we wzorze (5.2.5) blokami, ktore sa réwne algebrze As
z Przyktadu 2.2.1 dla liczb ny = ¢ — 1 oraz ny = 1 wystepujacych w jej okresleniu.
Dodatkowo zal6ézmy, ze w otrzymanych po zamianie blokach wyrazy w 1-szym wierszu oraz
(-tej kolumnie sg rowne. Na koniec zalézmy, ze wyrazy na gtéwnej przekatnej otrzymanej
algebry sa rowne oraz, ze pozostate wyrazy okreslone sa w podobny sposéb do tego co
we wzorze (5.2.5). Na przyklad dla ¢ = 2 w wyniku powyzszych operacji otrzymujemy
nastepujaca podalgebre Ms(K)

a b c yn Y
Ola d|ya y22
010 a b c : aabacadayllay12ay2lay22 €K
00 0] a d
0000 a

Rezultat opisanej procedury dla liczby ¢ > 3 pokazany jest w Przyktadzie 5.2.6.
Niech teraz n bedzie liczba parzysta, rowna 2¢ dla pewnej liczby naturalnej ¢ > 3.

Zastapmy wtedy pierwszy z blokow wyszczegdlnionych we wzorze (5.2.5) blokiem réwnym
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algebrze Ay z Przyktadu 2.2.1 dla liczb ny = ¢ — 2 oraz ny = 1 wystepujacych w jej
okresleniu. Drugi z wyszczegélnionych blokéw zastgpmy algebra A, dla liczb ny = ¢ — 1
oraz ny = 1. Dodatkowo zalézmy, ze wyrazy w 1-szym wierszu oraz (¢ — 1)-szej kolumnie
pierwszego z blokéw otrzymanych po zamianie sg réwne wyrazom znajdujacym sie w 1-
szym wierszu oraz (-tej kolumnie drugiego z blokow otrzymanych po zamianie. Nastepnie
postapmy tak samo jak w poprzednim przypadku. Na przyktad dla ¢ = 3 otrzymamy

nastepujaca podalgebre Mg(K)

a b ¢ yn Y2 i3
Ola dya Y2 Y3
00 al| b 0 c
0 00la O d ta,b,c,d, 2, Y11, Y12, Y13, Yo1, Y22, Y23 € K
0000 a =z
0000 O a

Wynik opisanej procedury dla liczby ¢ > 4 podajemy w kolejnym przyktadzie.

Przyktad 5.2.6. Niech n bedzie liczba naturalna wieksza lub réwna 7. Jesli n jest liczba
nieparzysta, réowng 2¢ + 1 dla pewnej liczby naturalnej ¢ > 3, to okreslmy podalgebre A
algebry M, (K') formuty

a b 0 0 0 ¢ Y11 Y12 Y13 Yi,e-1 Yie
a 0 0 0 d Yo1 Y22 Y23 Youo—1 Y2
a 0 0 = Y31 Y32 Y33 Y3.0-1 Y3
a 0 Te3|Ye—11 Ye—12 Ye-13 Ye-1,0-1 Yo—1,
a Tp—2| Y1 Ye,2 Ye,3 Yeo—1 Yo
a b 0 0 0 c
a 0 0 0 d
a 0 0 21
a 0 Zp_3
a Z0—2
a
a, ba C, d7 L1, X2, -+, Tg—2,Y11, Y125 - - - s Y1,0, Y21, Y22, - - -, Yo 0, 21, 225 - - - 5 202 EK}

Natomiast, gdy n jest liczbg nieparzysta, rowng 2¢ dla pewnej liczby naturalnej ¢ > 4, to
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okreslmy podalgebre A algebry M,,(K) wzorem

a b 0 0 0 c Y1 Y12 Y3 ..o Y1e—1 Y10
a 0 0 0 d Y21 Y22 Y23 oo Yoo Ya,0
a 0 0 = Y31 Y32 Ysz ..o Y31 Y3y
a 0 4 Yo—21 Ye—22 Ye—23 --- Ypr—20-1 Yi—2¢
a Ty—3|Y—11 Ye-12 Ye—13 - Yo—10-1 Yr—1¢
a b 0 0 o 0 c
a 0 0 o 0 d
a 0 - 0 21
a 0 Zp_3
Q Z0—2
a
a, b, C, d, 1,2y -.,Lp—-3,Y11, Y12, - - - 7y1,£7 Y21, Y22, . - - ,yg,Lg, Z1y Ry e vvy R0—2 EK}

Wtedy A jest Lsy algebra, ale nie jest Do algebra.

5.3 O algebrach U’ (A), gdzie A jest algebra z tozsa-

moscig wielomianowag

W tym podrozdziale pokazemy, ze jesli A jest Do algebra, to Ul (A) jest Df”} algebra

2741
oraz udowodnimy, ze jesli A jest Ls, algebra, to Uj,(A) jest Lsfiog, n]+1 algeb;a;

Pierwszy z wynikow uscisla rezultat z [50, Theorem 8] i ma inny dowdd od tego zapre-
zentowanego we wspomnianej pracy. Natomiast drugi z wynikow przedstawionych ponizej,
pochodzi bezposrednio z [50].

Dowo6d Twierdzenia 5.2.3 zaczeliSmy od wyznaczenia komutatora dowolnych macierzy
U3 (A), gdzie A jest dowolna algebra (patrz formuta (5.2.2)). Na potrzeby dowodu nastep-
nego twierdzenia pokazemy, jakiej postaci sa komutatory macierzy U’ (A) dla dowolnej

liczby naturalnej n > 2.

Uwaga 5.3.1. Niech A bedzie algebra i niech

11 T12 T13 ... T1in Y11 Yiz2 Yz .. Yin
0 @i X3 ... Ty 0 wir y23 - You
0 ... 0 i Tn—1n 0 ... 0 wyn YUn—1,n
0 Ce 0 0 T11 0 c. 0 0 Y11

beda dowolnymi macierzami nalezacymi do U} (A). Iloczyny XY i YX sa réwne odpo-

wiednio
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Tuyu  TuYi2+Ti2yYn U13 U4 Uin

0 Tyl TuYez+Tazyir U . . Uon,
o ... ... 0 T11Y11  T1Yn-2n-1TTn-2n-1Y11 Up—2,n
o ... ... 0 0 Z11Y11 T11Yn—1,0+Tn-1,0Y11
0 e e 0 0 0 T11Y11

Y11Tun  YuZiz+yeTn V13 V14 cee . V1in
0 Y1171l YT +Y23Ti1 v cee Von
0 B | Y11Z11 Y11Tn—2n—-1FTYn—2n-1T11 Un—2n
0 e e 0 0 Y1171 Y11Tn-1,0 T Yn-1nT11
0 cee e 0 0 0 Y1111

dla pewnych w3, U4, ... Ui, Usd, Uss, . . . y Un—2.ms V13, V14, - - - Uln, V24, V25, . . ., Un—2n € A.

Zatem komutator [ X, Y] jest rowny

[3711,?/11] [$11,y12]+[$12,y11] w13 w14 Wip
0 [mu, ylﬂ [3711, y23]+[:c23, y11] Wayg cen . Waop
0 e - 0 [2‘11, y11] [-'17117 yn72,n—1} + [xn72,n717 yll] Wn—-2.n
0 R 0 [xn, yll] [$11, ynfl,n]—l—[xnfl,n, y11}
0 0 0 0 [5611,3/11]
dla pewnych wis, Wiy, . . ., Win, Was, Wos, . . ., Wn_2, € A.

W pracy [50] autorzy definiujac D, algebry jako algebry speiniajace tozsamos$é wielo-
mianowsg
[mla yl”-r?a y?] s [.Z'q, yq] = 07

nie zaktadali, ze nie spetniajg one tozsamosci wielomianowej
[z1, ][z2,92] - - - [2g-1,Yg-1] = 0.

Zatem, przy przyjetej przez nas Definicji 3.1.1, wynik udowodniony w [50, Theorem §]
jest nastepujacy: Dla dowolnej D, algebry A i dowolnej liczby naturalnej n > 2 algebra
U* (K) jest Dy algebra dla pewnej liczby £ < 2M'°¢271 odzie [log, n] jest najmniejsza liczba

naturalng wieksza lub réwna log, n. W nastepnym twierdzeniu pokazemy, ze ¢ = [%W + 1.
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Twierdzenie 5.3.2. Niech A bedzie Dy algebrg i niech n bedzie dowolng liczbg naturalng
wiekszq lub réwng 2. Wtedy U (A) jest D(ﬂ 41 algebrg.
2

Dowdéd. 7 Uwagi 5.3.1 wynika, ze kazdy komutator algebry U (.A) nalezy do zbioru D

rownego
11 112 a3 14 e Ain
0 42 223 G24 ... Q2p
: ) ) :alg,...,an,gmEA,'L’H,...,innECA ,
0 ce 0 tn—2n—2 n—2n-10n-2n
0 ... 0 0 ln—1n—1 tn—1n
0 0 0 0 inm

gdzie przez C4 oznaczamy ideal generowany przez komutatory algebry A. Poniewaz A

jest Dy algebra, to z Lematu 3.2.1 wynika, ze C3 = {0}. Zatem jesli

Juu Ji2 T3 T ... Tip ki ki vz Y oo Y
0 Jo2 Jes3 X ... T2y 0 koo ka3 You ... Yo
0 ... 0 jn—?,n—Q jn—2,n—1 xn—?,n ’ 0 ... 0 kn—Q,n—Z kn—2,n—1 yn—2,n
0 .. 0 0 jnfl,nfl jnfl,n 0 ... 0 0 knfl,nfl knfl,n
0 0 0 0 Jnom 0O ... 0 0 0 K

sg dowolnymi macierzami ze zbioru D, to ich iloczyn nalezy do zbioru

0 0 Z.13 i14 95 e Q1p

0 0 0 i24 i25 C Qony

00 0 0 in—S,n—l in—S,n DA25, .5 Qp_qpn € A, 113, - - - 7in—2,n €Cy
0 0 0 0 0  ipop

00 0 0 0 0

0 0 0 O 0 0

Podobnie pokazujemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej ¢ spelniajacej nierownosci 2 <

t < PJ elementami zbioru D' s3 macierze postaci

2
2t — 2 razy

| 0 0 . 0 | t12t-1 12t G12t41  G12t42 ... Qln
0 0 © ... 0 1292t 122t41 Q22642 ... Q2q
0 0 0 0 0 dnatn-2  In-2n-1 Gn-2n
0 0 0 0 0 0 In—2t41n-1 bn—2t+1n
0... 0 o 0 .. 0 0 0 inatron
0... O 0 0 e 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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dla i1,9¢-1, 1,26, 12,2, - - - in—2t42n € CA OTAZ @1 2441, A1,2642, - - - » Wiy 0226425 - - - s An—2t.n € A.
Rozpatrzmy przypadek, gdy n jest liczba parzysta. Zapiszmy n = 2k dla pewnej liczby

naturalnej k. Z uzyskanego powyzej opisu wynika, ze
DF = {i1n-1€1n-1 Fi1n€1n +i2n€2n 11 n-1,011n,02, €Ca}. (5.3.1)

Zatem wyrazy dowolnej macierzy ze zbioru D¥! naleza do ideatu C%. Poniewaz C4 = {0},
wiec DF1 = plsl+t = {0,}. Na poczatku dowodu wykazalidémy, ze kazdy komutator
algebry A nalezy do zbioru D, wiec w rozpatrywanym przypadku iloczyn dowolnych [%W +1
komutatoréw algebry A jest zerowy.

Podobnie sprawdzamy, ze iloczyn dowolnych [%W + 1 komutatoréow algebry A jest
zerowy, gdy n jest liczba nieparzysta.

Aby zakonczy¢ dowdd, pozostalo udowodnié, ze pewien iloczyn {%W komutatorow

U*(A) jest niezerowy. Z dowodu Lematu 3.2.1 wynika, ze jesli iloczyn dowolnych [%W

komutatoréow algebry U’ (K) jest zerowy, to C Izﬂ = {0,}, gdzie Cy jest idealem gene-

rowanym przez komutatory algebry U’ (A). Wystarczy wiec pokazaé, ze C J&ﬂ # {0,}.
Zacznijmy od okreslenia nastepujacego elementu algebry U (K)

00 1 0 0 ...0
00 0 1 0 ...0

f=100 0 0 1 0 (5.3.2)
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Poniewaz f = [e1a, €3] + [€23, €34 + . . . + [€n—2.0-1, €n—1.1], to f nalezy do C ;- Rozpatrzmy
dodatkowo komutator [z1,,, yI,] nalezacy do algebry U (A), gdzie z, y sa nieprzemiennymi
ze soba elementami algebry A. Takie elementy x,y istnieja, poniewaz zaktadamy, ze Do
algebry nie sa przemienne. Wtedy, jesli n jest liczba parzysta réwna 2k dla pewnego k € N,

to
[Jf[n,yfn] ' fkil = [LU, y]el,n—l + [J}, y]€2,n 7£ 0n7 WIQC CE( % {O'fl}

Podobnie, gdy n jest liczba nieparzysta rowng 2k + 1 dla pewnego k£ € N, to

(@l yl,] - f* = [r.)ern # 00 wice CEFL# {0},

Pokazalismy, ze C J&%] #{0,}, co konczy dowdd. ]

Twierdzenie 5.3.3 (Theorem 8, [50]). Niech A bedzie Lsy algebrq oraz niech n bedzie
liczbg naturalng wigkszq lub réwng 2. Wtedy Uy, (A) jest Lsfiog, n1+1 algebrg.

Dowadd. Zaczniemy od pokazania, ze twierdzenie jest prawdziwe, gdy liczba n jest potega

liczby 2. Udowodnimy to indukcyjnie. Najpierw sprawdzimy, ze U%(A) jest Lsy algebra.
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Niech

T11 X12 Y11 Y2 Ul Uiz V11 V12
X = , Y = , U= , V= ,
( 0 an ) ( 0 yn ) ( 0 un ) ( 0 wun )
gdzie x11, 12, Y11, Y12, U11, U12, V11, V12 € A, beda dowolnymi macierzami nalezagcymi do
Us(A). Wtedy z Uwagi 5.3.1

s gl () )

Kolejny raz stosujac te uwage otrzymujemy, ze komutator [[X YU, V]} jest réwny
[[33117%1], [U117011H “-7311, Yi1), [u11, v1g] + [u127U11H + [[%173/12] + [212, Y1), [wan, U11H
0 [[lEn, yi1l, [ua, Un]} '

Poniewaz

|:[x117y12]7 [u11, v12] + [u12avll]:| = [[1'11,3/12]7 U11,U12} + {91511,3412 ; U127U11H,

[[ﬁnaym] + [212, y11], [UH,UHH = [[In;yu], U117U11} + {3012,?;/11 ; Un;”n]}
oraz A jest Lsy algebra, to wszystkie wyrazy macierzy {[X Y], U, V]} sa zerowe. Stad
wynika, ze U3(A) jest Lsy algebra.

Zatézmy indukcyjnie, ze Uz, (A) jest Lsqiog, 20141 = Lsgq1 algebra dla dowolnej licz-
by naturalnej. Pokazemy, ze U},.1(A) jest Ls,o algebra. Elementy algebry Ul,..(A) sa

postaci
a b12 b13 o b1’2q b172q+1 b1’2q+2 b1124+3 . b112q+1
0 a by ... baga| bagiyr bagara  bagayz ... bygen
0 ... 0 a ba12qboa_12041 b2o—12012 bas_12013 ... bog_g0en1
0 ... 0 0 a baagir1  baagars  basgars ... bgqgrﬁl
0 ... 0 0 0 a baay1202 baar12043 ... boagqoen
o -~ 0 0 0 0 a baay22043 ... b2q+2,2q+1
0 ce O 0 0 0 ce 0 a b2q+1,1’2q+1

0 0 0 0 . 0 0 a

dla pewnych a, b12, b13, o ,b1’2q+1 , b23, b24, . ,b2q+1,172q+1 € A, WIQC

5041 (A) Q( %2(;4) 11\}422(%) ) (5.3.3)

Z zatozenia indukcyjnego U3, (A) jest Ls,41 algebra. Zatem korzystajac dodatkowo z po-

50(A) Moo (A)

staci blokowej macierzy nalezacych do < ) , otrzymujemy, ze

Oss 50(A)
o (50 W ) e (PR oua i, ) - (o Mﬁf{;g;)
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gdzie D*(B) dla dowolnej liczby naturalnej £ oraz dowolnej algebry B jest okreélone zgodnie
z formuta (5.2.1). Z zawieran (5.3.3) i (5.3.4) wynika, ze

DT (Usra(A)) = [D7 (Ugera (A)), D7 (U (A))]
O2¢  Maq(A) 02¢  Maq(A) B
< l( O On )\ O 0 )| 7100
Pokazalismy, ze U,;1(A) jest Ls,io algebra. Zatem na mocy zasady indukeji U, (A) jest
Lsg41 algebra dla dowolnej liczby naturalnej g.

Aby zakonczy¢ dowdd pokazemy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla liczby n, ktéra nie

jest potega liczby 2. Okredlmy
g =max{i € N:2" < n}.

Wtedy n < 297!, wiec kazda macierz nalezaca do Ul (A) mozna zapisaé w postaci

All A12
5.3.5
< 0(2¢1+1—n)><n A22 ) ’ ( )

gdzie Ay € Ul (A), Aig € Myaat1-p)(A) 1 Agg € Uspia_, (A). Dla dowolnej macierzy

blokowo trojkatne;j

a b12 613 e bln
0 a 623 ce bgn
0 0 a bn—l,n
0 0 0 a

nalezacej do U’ (A), gdzie a, bia, bys, ..., bin, bas, ..., bp_1, € A, macierz

( X onx(wl_n))

Oat1—nyxn  al(ga+1_p)

nalezy do U, (A). Stad wynika, ze algebra U}, (A) spelnia kazda tozsamo$¢ wielomianows
algebry Us,.1(A). Zatem z udowodnionej czesci twierdzenia otrzymujemy, ze U’ (A) jest
Ls,. 2 algebra. Z nieréwnosci 29 < n < 277! dostajemy nieréwnos$é q < logyn < g + 1.
Zatem indeks rozwiazalnosci algebry U’ (A), ktérego warto$¢ to g+2, jest réwny [log, n]+
1. To konczy dowdd. O

5.4 LD, podalgebry M, (K)
Ten podrozdzial dotyczy podalgebr M,,(K) z tozsamoscia wielomianowa

[[331, y1), 21} [[xg, Ya), 22] : .[[ch, Yal, zq] =0, (5.4.1)

gdzie q jest dowolng liczbg naturalng, wiekszg lub réwna 2. Zaczniemy od pokazania, ze
kazda Lsy algebra jest algebra z tozsamoscig wielomianowa (5.4.1) dla ¢ = 2. W tym celu

wykorzystamy dowdd twierdzenia Jenningsa z [47, Theorem 2.2].
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Twierdzenie 5.4.1. Niech A bedzie Lsy algebrg. Wiedy A jest algebrq z tozsamoscig
wielomianowq
|:[£B1a 91]7 21} “x% y2]7 Z2] =0.
Dowdd. Niech algebra A bedzie jak powyzej. Kazde trzy elementy x, y, 2 dowolnej algebry
spetniaja réwnosé
[z, y2] = [z, ylz + ylz, 2].
Zatem dla dowolnych x1,y1, 21, 20,7 € A mamy
[[xlayl]u [2272’17"]} = [[96173/1]7 29, 217 + 21[2277’]} = “xbylL [22721]7”} + [[5617y1]721[2277ﬂ
= “951,91], [22, 21]]7“ +[z2, 21] [[%;yl]ﬂ“}
+ [[3717 Y1), Zl} [z9, 7] + 21 [[3?173/1], (22, 7“”
Poniewaz A jest Ls, algebra, to
[[%; Y1), [22, Zﬂﬂ = “1717?/1], [22, 2’1]}7’ =2 “xlaylL (22, TH =0.
Stad oraz z poprzedniej rownosci wynika, ze

29, 21] [[ml,yl],r} + [[xlayl]yzl} [29,7] = 0. (5.4.2)

Niech 9,72 beda dowolnymi elementami algebry A. Podstawiajac w réwnosci (5.4.2)
komutator [zo, y2| za r oraz korzystajac z tego, ze A jest Lsy algebra, otrzymujemy rownosé
{[xl, y1), zl] [22, [z, yg]] = 0. Wynika z niej, ze [[ml, Y1), zl} {[xg, ya), 22] = 0, co z dowolnosci

elementow x1, 9, y1, Yo, 21, 22 konczy dowdd. O

Definicja 5.4.2. Niech ¢ bedzie liczbg naturalng wiekszg lub rowng 2. Algebre z toz-
samoscig wielomianowsg {[ml,yl], 21} [[372, Yol 22}. .. [[:Cq, Yqls zq}: 0, ktéra nie jest algebra
z tozsamoscig wielomianows {[xl,yl], zl} |:[$2,y2], zg]. . [[xq,l, Yg—1)s zq,l}: 0, nazywamy
LD, algebra.

Powyzsza tozsamos¢ wielomianowa, ktorg spetniajg LD, algebry, jest uogélnieniem
tozsamosci spetnionej przez Lny algebry.

W Twierdzeniu 5.4.1 pokazaliSmy, ze kazda Lsy algebra jest LD, algebra. Korzysta-
jac z tego twierdzenia, we Wniosku 5.4.8 uzyskamy oszacowanie maksymalnego wymiaru
Lss podalgebry M, (K'). Tozsamos¢ wielomianowa definiujaca Ls, algebry jest kombinacja
liniowg iloczynéw 2971 komutatoréw. Zatem ze wzgledu na Twierdzenie 5.4.1, zasadnym
jest nastepujace pytanie: Czy dla dowolnej liczby naturalnej g > 2, kazda Ls, algebra jest
LDgs—1 algebra? W nastepnym przyktadzie pokazemy, ze nie jest to prawda juz dla ¢ = 3.

Przyktad 5.4.3. Niech A bedzie nastepujacym podzbiorem algebry Us(K)

a b c d e
0 f g h 1
0 0 ab c|:abcdefghiek
000 f g
00 00 a
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Wtedy A jest Lss algebra, ale nie jest LDy algebra.

Zbior A jest przestrzenia liniowa zamknieta na mnozenie, wiec jest podalgebra Us(K).
Pokazemy teraz, ze A jest Lsz algebra. Niech X7, X5, Y], Y5 bedg dowolnymi macierzami
nalezacymi do algebry A. Wtedy komutatory [Xi, Y1], [X2, Y2] naleza do zbioru

0 b ¢c d e
00 g h i
000 b c|:bcdeghickKky;,
0000y
000 0O
wiec element [[X 1, Y1), [Xa, Y3 } nalezy do zbioru
0 0 ¢c d e
000 h 1
0000 ¢ |:edehicKy. (5.4.3)
00 00O
00000

Stad oraz z dowolnosci macierzy Xi, X, Y7, Yy € A wynika, ze zbior D?(A) zawiera sig
w zbiorze (5.4.3), gdzie D(A) dla dowolnej liczby naturalnej i jest okreslone wzorem

(5.2.1). Poniewaz iloczyn dowolnych macierzy ze zbioru (5.4.3) jest przemienny, to
D3(A) = [D*(A), D*(A)] = {05}

Pokazalidmy, ze A jest Lss algebra.
Pozostalo nam sprawdzié, ze A nie jest LD, algebrag. W tym celu rozpatrzmy naste-

pujace macierze nalezace do algebry A

10000 01000
00000 00000
X;=l00100]|, i=l0o0010|,
00000 00000
00001 00000
00000 00000
01000 00100
Xo=|00000], Ya=|00000
00010 0000 1
00000 00000

Tak okreslone macierze spetniaja réwnosci (X1, Y] = Y3 oraz [X,, Y] = Ya, wiec

[V =X = i, =X1) = Y1, [[Xe, Yal, = Xs]| = [V, = Xo] = Vs,

Stad
01000)\" 0000 1
\ 00100 00000
([ vi), =X ] + [[X2,¥a],=X0)) = | 00 0 1 0| =000 00 |0,
0000 1 00000
00000 00000
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Z drugiej strony, po wymnozeniu ([[Xl, Yil, —Xl} + [[Xg, Y], —X2D4 jest sumg elementow
postaci

[[ul, v1], wl} [[ug, Vo), wg} [[Uz),, vs), wg] [[u4, Uyl wd, (5.4.4)
gdzie u;, v, w; € Adlai =1,2,3,4. W kazdej LD, algebrze elementy postaci (5.4.4) sa
zerowe, wiec wnioskujemy, ze A nie jest LD, algebra.

Dowdd nastepnego wyniku jest bardzo podobny do dowodu Lematu 3.2.1.

Lemat 5.4.4. Niech A bedzie LD, algebrg oraz niech I 4 bedzie jej ideatem generowanych
przez zbior {[[w, yl, z] DX, Y, 2 € .,4}. Wtedy 1% = {0} oraz q jest indeksem nilpotentnosci
rdeatu I 4.

Dowdd. Podobnie jak w dowodzie Lematu 3.2.1 wystarczy sprawdzi¢, ze dla dowolnych
ri, w05,y € A, gdzie i € {1,2,...,¢+1},j € {1,2,...,q} element

T [[uh vl y1}7“2 [[uz, ], yg} 3. .. [[uq, vyl yq} Tg41 (5.4.5)

jest zerowy. Jesli okreSlimy 1 = [uy, v1], X2 = [ug, Vo), ..., 24 = [uy, vy], to wykorzystujac
dowdd wspomnianego Lematu 3.2.1, otrzymujemy, ze element (5.4.5) jest suma elementow
postaci

[, 00, 4] [l 01 34 - [, 020, 80 (5.4.6)
dla pewnych uy, v1, 41, - -, ug, Vg, Yo, 7' € A. Poniewaz A jest LD, algebra, to kazdy element
postaci (5.4.6) jest zerowy. Zatem I% = {0}. Z okreslenia, A nie jest LD,_; algebra, wiec
Iﬁ(l # {0}. To pokazuje, ze ¢ jest indeksem nilpotentnosci ideatu I 4, co koniczy dowod. [

Tak jak w przypadku D, podalgebr M,,(K) (patrz Twierdzenie 3.2.5 oraz Twierdzenie
3.2.7) mozemy pokazaé, ze algebra A jest maksymalna LD, podalgebra M, (K) wtedy
i tylko wtedy, gdy A jest sprzezona z podalgebra M, (K) pewnego ksztaltu (ny, ng, ..., n,),

ktora jest w postaci blokowej

A . Ay

Aqq
gdzie A;; jest maksymalng Ln, podalgebra M,,,(K) dla i € {1,2,..., ¢}, natomiast A;; =
My, xn; () dla liczb naturalnych i, j takich, ze 1 < i < j < ¢. Analogicznie do Wniosku
3.2.6 dotyczacego D, podalgebr maksymalnego wymiaru mozemy takze scharakteryzowac
LD, podalgebry M,,(K) maksymalnego wymiaru. Nie bedziemy tego robi¢, poniewaz do

dalszych rozwazan wystarczy nam mniej doktadny opis.

Stwierdzenie 5.4.5. Niech A bedzie LD, podalgebrq M, (K ). Wowczas istnieje macierz
odwracalna X € M,,(K) oraz liczby naturalne nq,ny, ..., n, spelniajgce réwnosé > 1, n; =
n takie, ze X ' AX zawiera si¢ w podalgebrze A’ algebry M, (K) ksztattu (ny,na, ..., ng)

w postact blokowej
o Al

Y

!
'Aqq
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gdzie Aj; jest Lny podalgebrq My, (K) dlai=1,2,...,q, natomiast Aj; = M, xn, (K) dla
1<i<j<q.

Dowdéd. Niech I4 bedzie ideatem algebry A generowany przez zbior {[[a:, Y, z} cx,y, 2 €
.A}. Na mocy Lematu 5.4.4 tak okreslony ideat jest ideatem nilpotentnym, ktorego indeks

nilpotentnosci jest réowny ¢. Zatem ze Stwierdzenia 1.0.20 istnieje macierz odwracalna

X € M, (K) taka, ze algebra X ' AX zawiera si¢ w petnej podalgebrze M,,(K) pewnego

ksztaltu (nq,na,...,n,). Co wiecej, ideal X 114X zawiera sie w zbiorze
Onl Mn1><n2(K) Mn1><n3(K) e Mn1><nq (K>
Onz Xny Onz MN2><n3 (K) e M"2 Xng (K)

(5.4.7)

M’nq71 XMNgq (K)

Oy . o Oy O,

Poniewaz dla dowolnych macierzy A;, Ay, A3 € A spelniona jest réwno$é
XA, Ag], As] X = [ XAy, )X, XA X = [[X T ALX, XA X], X1 A3 X],

to ideal algebry X 1 AX generowany przez zbiér {{[m’,y’], z’} caly 2 e X‘lAX} jest

rowny X 114X Zatem dla dowolnych A}, A}, Ay € X 1 AX element [[A’l, Al Ag} nalezy
do zbioru (5.4.7). Stad wynika, ze dla dowolnej liczby i € {1,2,...,q}

X11 Xli qu
Wii =<¢ X, € Mm(K) : X ... Xl'q e X TAX
X,

aq
jest Lny podalgebra M, (K). Zatem za szukana w stwierdzeniu macierz odwracalna mo-
zemy przyja¢ macierz X, a za szukang podalgebre A’ mozemy przyjaé algebre

W11 Mnlxng(K) Mn1><n3(K) e Mnlan(K)

OanTLl W22 Mng Xns (K) e Mngan (K>

Ongxn . . Ongxng_1 Ay
To konczy dowdd. O]
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Twierdzenie 5.4.6. Niech A bedzie LD, podalgebrg M, (K). Wtedy

n? X (n? |n?
di < - | = ,
mﬂ—m%%%%+2 2%2 {3D}

i=1

gdzie maksimum rozpatrujemy wsrod wszystkich liczb ny,na, ..., n, € {0,1,...,n} takich,

ze Y1 n;=n.

Dowdd. Ze Stwierdzenia 5.4.5 istnieje macierz odwracalna X € M, (K) taka, ze algebra

/

,) W postaci

XTAX zawiera si¢ w pewnej podalgebrze M, (K) ksztaltu (nf,nj, ..., n
blokowej

/ /
11 “e e 1q
o], (5.4.8)
Ag
gdzie Aj; jest Lny podalgebra M,/ (K) dla i € {1,2,...,q}, natomiast Aj; = Mn;m;(K)
dla 1 <7 < j < q. Stad wynika, ze

q
dimA=dmX'AX < Y dimA,=> dimA;+ > dimAj
=1

1<i<j<q 1<i<j<q

q

a ny+nh+...+n)? =% (n))?
= dimAj; + n;n;:ZdimA;inL( ! 2 ) =) .
i=1

1<i<j<q i=1 2
Poniewaz liczby n/,nj, ..., n definiujace ksztatt spetiaja réwnos¢ 330, nj = n, to
q () S () n ()
dimA =Y dim A, + 2 a = N dim AL 4 — — i)
; (13 2 ; (43 2 ; 2
(5.4.9)

Co wigeej, dla dowolnej liczby @ € {1,2,...,q) wymiar Lny podalgebry M, (K) jest nie

wiekszy od 1 + {WyJ Istotnie, w przypadku gdy n, > 3 wynika to z Twierdzenia 5.1.3

oraz Twierdzenia 5.1.5, natomiast dla n, € {1,2} otrzymujemy wspomniana zaleznosé

z Twierdzenia 5.1.3 oraz Twierdzenia 5.1.6. Stad oraz z réwnosci (5.4.9) dostajemy, ze

2 q

i=1

Powyzsza nier6wnos¢ koticzy dowod, poniewaz ny, nj, ..., n; sa liczbami naturalnymi, dla
ktérych 37 nl = n. O

Teraz udowodnimy réwnowazng formule na ograniczenie gorne z poprzedniego twier-
dzenia. Wykorzystamy do tego funkcje M(q,n), gdzie ¢ i n sa liczbami naturalnymi,

okreslong wzorem (5.1.3).
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Stwierdzenie 5.4.7. Niech n i q bedg liczbami naturalnymi takima, ze ¢ < n. Wtedy
n? L (n? n?
— = e =q—1+M(3
g {q AP il =1+ M(3q.n),
gdzie maksimum rozpatrujemy wsrod wszystkich liczb ny,na, ..., n, € {0,1,...,n} takich,

ze Yl in; =n.

Dowdd. Zaczniemy od pokazania, ze

n? L (n? |n?
¢g—14+M@Bg,n) < max qg+——-> (=+—|=+ . (5.4.10)
n1,12,.. Ng 2 i=1 2 3
W tym celu rozpatrzmy ciag (€1, 02, ..., 0s,), gdzie ¢; € {0,1,...,n} dlai =1,2,...,3¢
taki, ze
3q 1
> li=n oraz M(3q, )—1+ n —262
i=1

Pogrupujemy liczby (1,0, ..., {3, w taki sposob, aby uzyska¢ g liczb sumujacych si¢ do n.
Nastepnie skorzystamy z definicji funkcji M oraz z uproszczonej formuty na te funkcje.
Dla dowolnego i € {1,2,...,q} okreslmy liczbe
ny = ls;—o + l3i-1 + ;.
712
Wartosé M (3,n}) jest réwna 1 + V”;

5.1.5. Natomiast dla n] € {1,2} réwnosé¢ otrzymujemy z Twierdzenia 5.1.6. Zatem

. Istotnie, jesli n; > 3 wynika to z Twierdzenia

1
5(("2)2 —lia = 030 — €§z> <SM@n) —1= {

Stad oraz z definicji liczb ¢4, 0o, . .., {3, otrzymujemy, ze

1 3q TL2 q 1
qg— 1+ M(3q,n) :q+§ (n2_Z£f> IQ+?+Z§(—£§¢72—@71 _ggi)
; i=1

—_

( 0 (e @z)

) e

TL
IR RPY

1=

2
ot g

[y

=1
Poniewaz
q q 3q
Z n; = Z(€3i—2 + Uy + Ug) = Zfi =n,
i=1 i=1 i=1

to z nieréwnos¢ (5.4.11) wynika nieréwnosé (5.4.10).

Udowodnimy teraz, ze

n? L (n? n?
oS (M < 21+ M(3g.n),
nm”éfl.?inq{ﬁz 2(2 {3J>} 1= 1+ M(3¢.n)
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Wybierzmy liczby nj,ny, ..., n; € {0,1,...,n} takie, ze 3>3{_; nj = n oraz

mm g {q+ 7;2 -y <7§ - V;QD} =q+ 7;2 -y ((né)Q - WL{?T) . (54.12)

=1 =1

Podobnie jak w dowodzie nieréwnosci (5.4.10) skorzystamy z definicji funkeji M i formuty
M(3,k) =1+ {%J dla dowolnej liczby k € {1,2,...,n}. Istniejg wiec liczby (1, (s, . .., {3, €
{0,1,2,...,n} takie, ze dla dowolnego i € {1,2,...,q}
/ L2 2 2 2 (n)?
631',2 + 632‘,1 + 63@' =n, oraz 1+ i(nz — 631;2 — 631;1 — 63,) =1+ T . (5413)
Z pierwszej z powyzszych tozsamosci oraz z réwnosci i, n} = n wynika, ze Zf’il l; =n.
Zatem stosujac wzor (5.4.12), druga z réwnosci w formule (5.4.13) oraz definicje funkcji

M (3¢, n) otrzymujemy, ze

SN 2 ol ) ST e ml )

i=1 =1
n? 342
=q+ 5 =D 5 <qg—1+M(3gn).
2 2
To konczy dowdd. O]

Wniosek 5.4.8. Niech A bedzie Lsy podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru. Wtedy
3n? _ 5n?
2+ {8J <dmA<2+ {IQJ
Dowdéd. Poniewaz kazda Dy algebra jest Lsy algebra, to wymiar algebry A jest wiekszy
lub réwny maksymalnemu wymiarowi Dy podalgebry M, (K). Zatem z Wniosku 3.5.4
otrzymujemy nieréwnosé¢ 2 + {%J < dim A.

Pokazemy teraz druga z nieréwnosci. Na mocy Twierdzenia 5.4.1 kazda Ls, algebra
jest LDy algebra. Zatem z Twierdzenia 5.4.6 i Stwierdzenia 5.4.7 otrzymujemy nieréwnosc¢
dim A < 1+ M(6,n). Jesli n > 6, to z uproszczonej formuty na funkcje M (6,n) z Twier-
dzenia 5.1.5 wynika, ze 1 + M (6,n) = 2 + {%J Natomiast, gdy n € {2,3,4,5}, wtedy
na mocy Twierdzenia 5.1.6 spetniona jest réwnosé 1 + M (6,n) =2 + # Poniewaz dla
dowolnej liczby ¢ € {2,3,4,5}

2 502
2 —24 | =
M +{12J’

to niezaleznie od wartosci liczby n otrzymujemy, ze 1 + M(6,n) = 2 + {% . Ostat-
nia réwno$¢ w potaczeniu z pokazang wczesniej nieréwnoscia dim A < 1+ M(6,n) daje

nieréwno$¢ dim A < 2 + {%J Dowdd zostat zakonczony. n

Dla n € {2,3,4} ograniczenia dolne i gérne z Wniosku 5.4.8 sa réwne. Dla n = 5
otrzymujemy, ze wymiar rozpatrywanej algebry A jest réwny 11 lub 12, natomiast dla

n = 6 wymiar algebry A jest rowny 15, 16 lub 17.
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Przyktad 5.4.9. Podamy przyktad LD, podalgebry A algebry M, (K) wymiaru ¢ — 1 +
M (3g,n). Na mocy Twierdzenia 5.4.6 oraz Stwierdzenia 5.4.7 taka algebra A jest LD,
podalgebra M,,(K) maksymalnego wymiaru. Bedzie ona w postaci

ng ni1+ne ni+...+ng
=1 i=n1+1 i:n1+...+nq_1+1

gdzie liczby naturalne ny, no, ..., n, takie, ze >.!_, n; = n oraz podzbiér J macierzy scisle

gornotrojkatnych n x n okreslimy inaczej w zaleznosci od dwoch przypadkow. W kazdym

z nich A bedzie podalgebra M,,(K') ksztattu (ny,ns, ..., n,) w postaci blokowo trojkatne;

A oo Ay
‘ SN E (5.4.15)

Aqq
gdzie A;; dlai =1,2,...,q jest Lny lub przemienng podalgebra M, (K), natomiast A;; =
My, xn; () dla 1 <i < j<gq.
a) Zatézmy, ze q < 5. Okre$lmy wtedy pomocniczy ciag liczb (£1,4s,. .., l3,) taki, ze

VJ dlaie€ {1,2,...,3¢—r},

3¢
[?’ZJH dlaie{3¢—r+1,3¢—r+2,...,3q},

gdzie r jest reszty z dzielenia liczby n przez 3q. Zgodnie z Twierdzeniem 5.1.4 Lns,—q
podalgebra M,,(K') zwigzana z ksztaltem (¢y, (s, ..., l3,) jest Lns,_; podalgebra M, (K)

maksymalnego wymiaru. Liczby ny, no, ..., n, z formuly (5.4.14) definiujemy wzorem
n; = l3i o + l3i1 + €3

dlai=1,2,...,q, aza J przyjmujemy podzbiér U, (K), dla ktérego K1, + J jest Lng, 4
podalgebra M, (K') zwiazang z ksztaltem ({1, (s, ..., ls,). Wtedy algebra A okreslona for-
mutla (5.4.14) jest w postaci blokowej (5.4.15), w ktorej dla kazdego i € {1,2,...,q}
diagonalny blok A;; jest Lns podalgebra M,,. (K) zwiazana z ksztattem (£3;_o, l3;_1,l3;).

Stad wynika, ze A jest LD, algebra. Pozostato nam znalez¢ jej wymiar. Z okreslenia mamy

dim A = ¢+ dim J.

Natomiast z tego, ze K1, + J jest Lns,_; podalgebra M, (K) maksymalnego wymiaru,
to z Twierdzenia 5.1.3 wynika, ze wymiar algebry K1, + J jest réwny M (3q,n). Zatem
dostajemy, ze

dim J = M(3¢,n) — 1.
Z dwéch powyzej wyszczegblnionych réwnosci otrzymujemy, ze dim A = g— 1+ M (3¢, n),

co mielidmy pokazac.
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b) Zatézmy, ze 3 < q < n. Wtedy liczba EﬂqJ jest zerowa, wiec nie mozemy rozwa-
zaC Lng,_1 podalgebry uzywanej w poprzednim przyktadzie. W tym przypadku okreslmy
liczby ny, na, ..., n, z formuty (5.4.14) wzorem

2] dlaie{1,2,...,q— s},
n;, =

EJ—i—l dlaie{g—s+1,¢g—s+2,...,q},

gdzie s jest reszta z dzielenia n przez q. Tak zdefiniowane liczby spehiajg rownosci

gnz’—(q—S) BJJrsQZJH)—qBJjLs—n.

Za J przyjmijmy zbiér wszystkich macierzy Scisle gérnotréjkatnych n x n.

Z nieréwnodci § < ¢ < n wynika, ze n; € {1,2,3} dla dowolnego 7 € {1,2,...,q}.

Mozemy wiec zapisaé algebre A okreslong wzorem (5.4.14) w postaci blokowej (5.4.15),
gdzie diagonalne bloki sa rowne K, U3(K) lub U}(K). Algebry K i Uj(K) sa przemien-
ne, natomiast Uj(K) jest Lny algebra. Stad wynika, ze A jest LD, podalgebra M, (K).
Pozostalo nam znalez¢ jej wymiar. Z okreslenia A mamy

n?—n

dimA=qg+dimJ =q+ 5

ann
2 .

Poniewaz 3¢ > n, to z Twierdzenia 5.1.6 otrzymujemy réwnosé¢ M (3¢,n) = 1 +
Zatem dim A = q¢ — 1 + M(3q,n), co mieliSmy pokazac.

Podobnie jak w przypadku D, podalgebr M,,(K'), z Lematu 5.4.4 wynika, ze nie istnieja
LD, podalgebry M,,(K) dla g > n.

Postepujac zgodnie z konstrukeja opisang w podpunkcie a) Przyktadu 5.4.9, dostajemy
nastepujaca LDy podalgebre M;(K) maksymalnego wymiaru
K

Ig 03><4 03 03><4
K + K +
( Ogxz Oy > ( Osxz Iy

O OO OO

cocoocoo
cCocoo R
cCocoRRN
cCoomARRR
cCoRmEARAR
SCoREIARRA

0

Otrzymana algebra r6zni sie jedynie wyrazami na przekatnej od Lns podalgebry M, (K)

zwiazanej z ksztattem (1,1,1,1,1,2). Co wiecej, A jest w postaci blokowo trojkatnej
Aj1 My (K)
Osxs Az
(1,1,1), natomiast Ay jest Lny podalgebra My (K) zwiazana z ksztattem (1,1, 2).

Postepujac zgodnie z podpunktem b) Przyktadu 5.4.9, otrzymujemy nastepujaca LD3

), gdzie Ay = U3(K) jest Lny podalgebra Ms(K) zwiazana z ksztaltem

podalgebre M7 (K) maksymalnego wymiaru

I, 0y Ogxs O 02 Ooxs 02 02 Ooxz
K 02 02 02><3 + K 02 [2 02><3 + K 02 02 02><3 +
O3><2 03><2 03 O3><2 03><2 03 03><2 O3><2 [3
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O OO OO oo
coococoox
cocoooxX
cooo kXX
oo o xR =X
S LLEL

ScERERARR=ER

Tak utworzona algebra jest w postaci blokowej

Apr Moxo(K) Mays(K)
02 Aso Mays(K) |,
O3x2 032 Ass

gdzie Aj; = Az = Us(K) sa algebrami przemiennymi, natomiast As3 = Uj(K) jest Lng
algebra.
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